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Книга является третьей частью учебного пособия, части I  и П ко­
торого под тем хе названием были выпущены издательством КГУ в 1977 
и 1979 годах. Поэтому сохранена непрерывная нумерация параграфов.Со­
держание третьей части тесно связано в идейном отношении с предыду­
щими выпусками, однако её можно читать и независимо от них.
Методами, основанными на использовании теории представлений 
алгебр и групп Ли и техники когерентных состояний, рассмотрены два 
типа задач:
-  В § 10 групповые методы применены к описанию релаксации кван­
товых систем с эквидистантным спектром, таких, что операторы перехо­
дов между соседними уровнями входят в набор генераторов динамической 
группы невозмущенного гамильтониана.
-  В § I I  обсуждена взаимосвязь между групповым подходом в интен­
сивно развиваемым в последнее время методом интегралов по траектори­
ям. Исследовано построение фейнмавовского пропагатора ряда модельных 
квантовых систем в представлении когерентных состояний на динамиче­
ской группе гамильтониана.
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§ 10. ГРУППОВЫЕ МЕТОДЫ В КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ РЕШЮАЦИИ
В данной параграфе групповые методы использованы для описания 
релаксации к состоянию термодинамического равновесия квантовых оио- 
тем с эквидистантным спектром ( гармоничеокий осциллятор, опивовые 
системы, аноамбль двухуровневых молекул, сингулярный ооциллягор ).
Рассматриваемые эквидистантные системы имеют известные динами­
ческие группы, что позволяет ввеоти в каядоы случае соответствующие 
обобщенные когерентные ооотояния. Воли для матрилы плотнооти динами­
ческой подсистемы существует диагональное представление вида 
f ( i )  = Jjyu(x) Р(х,*) 1х><*1,
где /х>  -  обобщенное когерентное состояние, Р М  -  контрава-
риантный символ матрицы плотности, то операторное (квантовое) кинети- 
чеокое уравнение для оводитоя к "классическому" уравнению Фок-
кера-Планка для функции j ) (x , i )= ёс*) £ ( * , * )  (  Jy<ix) -  i ( x ) J x )  .
10а) Матрица плотнооти динамической подсио.емн и уравнение 
Фоккера-Планка
Хорошо известно [1-4], что в общем случае соотоянне замкнутой 
квантовой оиотемы описывается матрицей плотности j j  , которая в 
картине Щредингера зависит от времени и подчиняется операторному 
уравнению Лиувиддя ( *  = 1)
Н -  полный гамильтониан оиотемы.
Формальное решеВие уравнения (I )  имеет вид
} М ~  <»>
Здесь ’ ~ матрица плотнооти в начальный момент времени, ко­
торая определяется опоообом приготовления начального состояния, 
оператор эволюции.
При этом зависимость от времени среднего значения некоторой 
физической величины В  определяется формулой
< В f t ) / ’ = S p f f M  8 )  (3)
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Задача 86. Определить,каким уоловиям должна удовлетворять на­
чальная матрица плотности J5 ) замкнутой системы, чтобы /*) 
являлась интегралом движения, т.е„ не зависала от времени.
В реальных оитуадиях, однако, необходимо рассматривать и не­
замкнутые квантовые системы, а более точно -  рассматривать системы, 
взаимодействующие с окружением.
Согласно общим принципам квантовой отатиотической механики, 
оиотема слаба взаимодействующая с термоотатом, который поддержива­
ется при фиксированной температуре Т  , в установившемся состоя­
нии описывается матрицей пяотвооти
S  =  « ‘P ' l j t Z ' - H ) ] (4) 
Т -  - ( V »  й )
-  свободная знергия (предполагается, что квантовая оиотема обме­
нивается с термостатом только энергией).
Воли в начальный момент времени оиотема приготовлена в нерав­
новесном состоянии, то с течением времени она будет оовершать пе­
реход в равновесное состояние (ооотояние термодинамического равно­
весия). Пропесс приближения системы к состоянию термодинамического 
равновесия называется релаксацией.
Пропэсоы релаксации играют важную роль в квантовой радиофизи­
ке и нелинейной оптике [5 ,б], в теории лазеров [7]и т .д . Интересны­
ми примерами таких пропеооов являются релаксация ядерных спинов, 
взаимодействующих с магнитными примесями и решеткой в кристалле; 
спин-решеточная релакоадия электронов проводдмооти в полупроводни­
ках во внешнем магнитном попе; релаксация электромагнитного поля 
и з-за  взаимодействия стенок резонатора; спонтанное излучение атома 
в свободном пространстве (см ., например,[5, 7 -9 ]) . Во всех этих 
примерах релакоадия происходит в результате взаимодейств У систе­
мами, которые обладают очень большим (в пределе бесконечным) числом 
степеней свободы.
В дальнейшем будем придерживаться следующей терминологии[2,5]:
Динамической подсистемой будем называть ту ' часть замкнутой 
квантовой оистемы, которая имеет конечное чиоло отепеней свободы, 
дискретные уровни энергии и (без учета взаимодействия о окружением) 
описываете* простыми динамическими уравнениями.
Диосидативной подоиотемой будем называть окружение динамичес­
кой подонотемн.
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Диссипативная подсистема обладает (в пределе) бесконечным чис­
лом степеней свободы и непрерывным спектром.
В задаче о спонтанном излучении атома динамической подсистемой 
является атом, а  диссипативной подсистемой -  поле излучения в сво­
бодном. пространстве.
Итак, -рассмотрим взаимодействие динамической и диссипативной 
подсистем, которое определяется полным гамильтонианом
Н  =  +  Н м .  (5)
Л Л
где Н а  -  гамильтониан динамической подсистемы, _ гамильто­
ниан диосипативной подсистемы (термостата), Ньд -  оператор взаи­
модействия.
Л Будем интересоваться поведением динамической подсистемы. Бели 
F a  -  некоторый оператор, зависящий от переменных этой подсистемы, 
то основной задачей является вычисление средних < Рл М У . Соглас­
но (3) такие средние даютоя выражением
< f . w >  =  S p f f a t t - n  к )  --
=  Sp *  { Щ м  = %  . <«
где S p a  и $ P t .  -  обозначения операпии взятии следа по пере­
менным динамической и диссипативной подсистем соответственно; J a f  -  
матрипа плотности полной системы, удовлетворяющая уравнению (I)  с 
гамильтонианом (5 ); J>a. =  S p t  -  имеет смысл матри-
пы плотности динамической подсистемы.
Как видно из (6) необходимо найти уравнение, опредепяпцее пове­
дение во времени j>a Н )  . Ясно, что в общем случае поведение 
J5fl. (+)  зависит от состояния диссипативной подсистемы, но так 
как она очень велика и её взаимодействие с динамической подсистемой 
мало, то можно'не учитывать влияние динамической подсистемы на тер­
мостат и считать, что термостат всё время находится в одном состоя­
нии, заданным макроскопическими параметрами (например, температурой) 
и что оредние, относящиеся к термостату, не зависят от времени.
Следовательно, если до включения взаимодействия ( i := О Пол­
ная матрипа плотности задана в виде
/ « «  (0)  =  (7)
б
Д  'Ч .
то и после включения взаимодействия ^ i > o ) ^
поэтому
j > a t  Ш  =  j o .  Н )  f t  (0) ■ (8)
Это приближение называют [z] основным приближением необратимос­
ти.
В рамках этого приближения может быть выведено так называемое 
кинетическое уравнение для матриш плотности J a -  W  ■
В это уравнение наряду о операторами, относящимися к динамиче­
ской подсистеме, входят средние значения операторов, характеризую­
щих состояние термостата.
Важный вклад в развитие метода кинетических уравнений в теории 
необратимых процессов был сделан в работах Н.Н.Боголюбова[ю].
Подробное изложение метода получения кинетического уравнения 
проведено в книге [5 ](см ., также[8 ]).
Вели динамическая подсистема имеет неэквидистантные уровни,то 
в представлении взаимодействия уравнение для матриш плотности 
f  (Ь)  ~  J . |Ч) имеет вид [5 ,I I ]
f f n n  — 2  J 3*!* ~  W m n  ,
( Пч + Пи +  Г „ „  )  j ^ nm )  П. ,  ^
где ! /« «  -  вероятность перехода с уровня на уровень и ,
Г = у .ъГпт -  полная ширина уровня п- , Г„'т дополнитель­
ное уширение, которое связано,с поперечной релакоашей.
Диагональные матричные элементы J3»* (+) пропорциональны на­
селенности п-го уровня и первое уравнение в (9) представляет собой 
уравнение баланса населенностей уровней, Недиагональные элементы 
f  пт ( i )  релаксируют независимо друг от друга.
В работах [6,10-12] (см., также [2 ]; глава ХШ) было выгенено, 
что релаксация в системах с эквидистантным спектром имеет ргд спе­
цифических особенностей. Уравнение баланса населенностей оохраняет 
свой вид, а уравнение для недиагональных элементов у>т М  значи­
тельно усложняется: возникает перемешивание матричных ̂ элементов 
рпт с фиксированным значением разности энергий Е„ -  с *  .
Оператор взаимодействия эквидистантной системы с термостатом
имеет вид
7
r f l  A £  Ш - Ч *  J  A 1
W ^ e  j ,  (10)
^  А  A
где /у  -  конотанты взаимодействия, /1 + , / ! _  -  лестничные 
оператору, относящиеся к рассматриваемой динамичеокой подсистеме 
(т .е .  [ Н а , A+]=t,cJ0 A ± (см ., например, часть. 1 , А§§ 3,4) ) ,  Ьи0 -  
разность между соседними уровнями энергии, @j., i j  -  бозонные 
операторы, соответствующие /  -моде возбуждении в термоотате. 
Термостат можно задать набором оопилляторов, т .к . сиотемы, состоя­
щие из очень большого числа час тип, очень часто обладают модами кол­
лективный возбуждений, ведущих себя подобно оспилдяторам. Тем самым, 
гамильтониан (10) описывает широкий круг процессов релакоашш, свя­
занных с коллективными возбуждениями в термостате.
В гамильтониане (10) оставлены лишь резонансные члены, которые 
не исчезают при усреднении по периоду (приближение "вращающейся вод­
ны").
В [2,6,10-12] показано, что матрица плотности эквидистантной 
динамической подсистемы, слабо взаимодействующей с термоотатом под­
чиняется уравнению
Ц ®  - - а у , } и ф > ^ . } К  т
* < ■ > > [ 2 - У  А .  -АЛ} - / Н ] ) ,
где У ~  «2*'~ I Ь I о -  конотанта, опреде­
ляющая затухание в1 динамической подоиотеме, -  ппотнооть
состояний в термоотате,
<»> = ,
V '  =  +
A
-  оператор перенормировки иоходного гамильтониана Нл , приводя­
щий к Лэмбовскому сдвигу уровней,
, = Г J lS  ^  M i f r  Jo.
J и , - u )  ? J 2Ke l
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Слагаемые о оператором V не представляют интереса при изуче­
нии процессов релаксации и в дальнейшем обычно не будут учитываться.
Задача gZ. Подучить кинетическое уравнение ( I I ) ,  перейдя в 
уравнении (I )  к представлению взаимодействия
s [ н ,}«Л ^
и используя приближение необратимости (8 ).
Укяаяния: Записать (1а) в виде
а )  = i *  ( и  -  i /  /
и искать решение методом итераций, что для малый приращений 
дает
* Ы)‘ -
(см ., например, [2] ,  гл.ХШ).
Кинетическое уравнение ( I I )  использовалось в [б] в теории 
двухфотонных процессов; в работах [ l l ,1 2 ]  Б.Я.Зельдовичем, А.М.Пе- 
реломовым и B.C.Поповым о использованием уравнения ( I I)  изучена 
релаксация гармонического осциллятора с одноквантовыми переходами 
и ансамбля двухуровневых атомов. При этом получен ряд' точных ре­
шений для матрицы плотности и, в частнооти, найдено точное кванто­
вое -выражение для контура линии излучения этих эквидистантных сис­
тем.
Уравнения, аналогичные (I I) , применялись также в квантовой тео­
рии лазера (изложение этих приложений можно найти в [7 ,14 ,15]).
Наиболее интересным для нас- в дальнейшем является тот случай, 
когда оператора 4_ и A f  в уравнении (I I )  совместно с га­
мильтонианом На. входят в набор генераторов конечнопарамет­
рической алгебра группы динамической симметрии Q  невозмущен­
ной эквидистантной системы. Это позволяет использовать при исследо­
вании релаксирующей динамической подсистемы мощные групповые мето­
ды [l6—21, 13] •
В частности, во множестве квантовомеханических состояний не­
возмущенной подсистемы можно ввести когерентные состояния
9
X >  =  Т  ( $ * )  / % > ' (12)
Здесь X -  точка однородного пространства динамической группы Q:
« = с.\е , с. -  стационарная подгруппа исходного вектора/iQ
Т  ($х) -  унитарный оператор представления динамической группы ,
^  е & -  представитель правого класса смежности подгруппы G„ в 
группе G ( [13], см..также §3 часть I ) . '
Если задана система когерентных состояний /Х> , то каждому 
оператору В , действующему в гильбертовом пространстве состо­
яний динамической подсистемы можно сопоставить функции на однород­
ном пространстве Ga \G -  (_13, 22,23]: ковариантный символ
м  = <xi в ix> - (и,
и контравариантный символ ? * ( * )  , определяемый следующей форму­
лой '
6 =  1 J j f ( x )  Рй (X) / X X *  L *  (14)
X
где Jyu ( к - f )  = -  инвариантная мера на однородном
пространстве X  •
Символы QbOO и Рв о ;  связаны соотношением
= />>- { хО Рв (х1) |<Х/Х'>|\ (15)
х  л  ,
Если ковариантный символ и/в X)  можно определить всегда, то 
контравариант-ный символ Рв (*) определен не во всех случаях. В 
самом деле, из (15) видно, что функция (?а (х) подучается из 
усреднением по однородному пространству X  со сглаживающим яд­
ром / < х / х ' > / 2 (например, в случае глауберовских когерентных
состояний I < х/ х ' > / 4 = ехр (~ / х - х ' 1 1) )  ■ Поэтому
из существования Р в (х) следует существование Q ( х )  ,
обратное неверно.
Однако, если группа G компактна, то все её унитарные 
неприводимые представления конечномерны и для любого оператора
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действующего в пространстве представления определены обе функпик 
Q e W  и £ й (х) , т .е .  любой оператор В имеет "диаго­
нальную форму" (15) [22,230,
В случае глауберовских когерентных состояний /°<> =
) / о> , <5/о> = о , Q -  и £  -  символы
связаны с так называемыми нормально и антинормально упорядоченными 
формами записи оператора [13].
Нормально упорядоченной (ваковской) формой записи оператора 
F = F ( а + ; а )  называется его представление в виде ряда
F = Z 1 Fmn (а +) щ а \
(1 6 )
( п + )  й1' * *
т .е . все операторы Iй  /  стоят слева от операторов О , 
F„n -  числовые коэффициенты.
В этом случае
‘ /*1 / П.
(17)- Q  ( « , * ) =  < « \  F l * >  =  £  F „ n
Антинормально упорядоченной (антивиховой) форме записи опера­
тора
' '  (18)глр
соответствует Р  - представление, в котором
£  р.„ • < " <  (19>
Последнее соотношение легко получить, вставит между .соседними one- 
раторами а т и ( а +/ м единичный оператор 1= i*X*l.
Из формул (13),(14) получаются соотношения для следа операто­
ра f  ( /х ?  =/=<>;.  -
S n F  ~  ( -Q , ( « , * )  = !&.(<*.*)— — •' (20)у h 2vi J  г 2и I ’
С с
Зяпача 88. Счислить Q, -и Р  -символы оператора 
2> ( р )  =  е * р ( }  а *- /  а )  и проверить, что [ и ]
II
S p [ B f - O S ' b > J }  =  t S ‘V - . A >  ,  (2I)
f =  s F L k f ) F ] i ~ b l  (22)
f
Итак, для группы Гайзенберга-Вейая Цу задача о нахождении Q
-  и £  -  символов оператора свелась к отысканию его нормально и 
антинормальао упорядоченной форм соответственно (при этом, обобще­
ние на многомерный случай тривиально).
К сожалению, для других групп Ли не известен простой репепт по­
лучения контрвариантных Р  -символов.
В случае группы SU(Z)  разработан метод нахождения £  -оим- 
•волов, использующих их разложение на сфере (однородном пространстве 
группы S U ( 2 )  ) в виде ряда по сферическим функциям и тех­
нику коэффициентов Клебша-Горцона [13,24]. (См., далее § 10е).
Важным достоинством £  -  представления (14) является то,
-что его можно использовать для описания матрипы плотности j> кванто­
вой системы, взаимодействующей с термостатом, что позволяет свести 
операторное уравнение ( I I )  к с  -  числовой форме (ем. [7,13,16-
' 21]). Будем предполагать, что рассматривается такой класс смешанных
состояний динамической подсистемы (без учета взаимодейотвия с термо­
статом, имеющей линейную динамическую группу), что дня матрипы плот­
ности справедливо £  -  представление вида (14)
j> [ i )  — j  JjZ (х)Р(хр)  / *><*) .  <23)
Тогда после подстановки соотношения (23) в ( I I )  для функции / ( * , / ) -
-  ё Ш  £{%,*)  (где 6 ( х ) =  <l/(x)/JX , J x  = £х, Jx„ -
эвклидовая мера на однородном лространстве X  ) возникает 
уравнение типа Фоккера-Планка.
Вывод соответствуХ)ЩИХ С -  числовых уравнений будет проведен 
ниже, а сейчас кратко изложим основные методы решений уравнений Фок- 
кера-Uланка.
Уравнение Фоккера-Планка ухе давно нашло широкое применение в 
задачах неравновесной статистической физики. Наиболее известными при-
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мерами пропесоов, описываемых такими уравнениями, являются броунов­
ское движение частицы, диффузия медленных нейтронов, кинетика плаз­
мы вблизи состояния равновеоия, лазерная генерация и т .д . Кроме то­
го, уравнения Фоккера-Планка возникают в общей теории марковских 
процессов.
Уравнение Фоккера-Планка имеет вид
=  b A A t t )  +  Ъхс У х ;  )  > BCK=5 Kt.  (24)
С  <
Коэффициенты J \ t  и E>iK в общем случае зависят от переменных 
{ . . .  ,  х ц  ) ,
функция •?(*,*) , подчиняющаяся уравнению (24) имеет смысл плот­
ности распределения (квази)вероятности, поэтому для неё справедливо 
нормировочное соотношение
J  /  ( Х1 J • • ■ > , * )  ^Х,  ■J'Xn ~  i - (25)
В случае уравнений Фоккера-Планка, связанных с кинетическими 
уравнениями для матрицы плотности '  есгь 0ПеД°твие В°Р“
мировки матриш плотности : S p ^ N = l
Воли начальное соотояние системы описывается функцией
тогда
/  (х, i )  =  j j ‘v  Ж  м  I * ;* .)  4 о « * . ) ,  (26)
где Ж (*,* !* /* • )  _ пропагатор (временная функция Грина) уравне­
ния (24), т .е .  решение удовлетворяющее (24) с сингулярным начальным 
уоловием S  ( х ~ х ' )  . Здесь
-  п-мерная 5" -  функция.
Формула (26) есть следствие того факта, что (24) является урав­
нением параболического типа [25].
Следовательно, в значительной мере построение решений уравнения 
(24) сводится к отысканию пропагатора Ж  ( х , Ь \  
при этом решение (26) опиоывает процесс установления равновесного 
состояния для всех времен £ >
Запишем уравнение (24) в виде
=  L ,  +  ;  <2 f e )
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Здесь L  х  -  дифференциальный оператор, явно не зависящий от 
времени. Если для 1 Х известен набор собственных функций 
крп ( х ) , т .е .  решена задача на собственные значения
L x  у . м  =  У .  <*>,
а п
то, как хорошо, известно, пропататор Ж ( х , ^  I t ° )  имеет вид раз­
ложения  ̂ i  ^
Х ( х , ц х ' , + . )  = Z  % ( * ) % ( * ' )  е * ” (28)
п
Альтернативный метод нахождения решений (24) состоит в исполь­
зовании стационарной функции Грена оператора / х , удовлетво­
ряющей соотношению
L x Q ( x , * ' )  = S ' ™ ( * - * ' )  , G (* y )= 7 Z y » (x )? .(* ) / \
/  - 1и двляпцейся ядром оператора L  х  , обратного оператору
Z. х .
Представим (24а) в следующем виде [2б]:
{ ( * , * ) =  A  а д  +  Д  | г  -
где / . х Д  (х ,Д ) =  (9.
Уравнение (29) является интегральным, т .е .





Решая пооледнее уравнение итерациями, подучаем 
где J3*(X) удовлетворяют рекуррентному соотношению
J>k(x) =■ \ G  (*,*•) }«.< ( * ' ) Ж х ' \
Здесь кинетическая задача овелаоь к нахождению функции Грина опера­
тора и вычислению интегралов типа (31).
Па практике чаще всего интересуются состояниями системы при 
"достаточно больших" временах t  • т *в. ооотояниями, 
ми к равновесному.
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, В работах Л.А.Шелепина и сотр. [26,27] (ом.также[7]>гл.8) для 
решения уравнений тина Фоккера-Планка разработан метод т .н . квази- 
равновеоных функций распредепения.
В данном методе решение уравнения Фоккера-Планка представляет-
Функция распределения, содериащая /V -  слагаемых в (32) была на­
звана квазисташонарвой функцией распределения (КФР) И-го порядка.
Фи8Ичеокий смысл ряда (32) -  разложение до отепевяы "медленно­
сти” процесса и степени приближения к состоянию равновесия. КФР, 
учитывающая в (32) конечное число слагаемых, правильно описывает 
поведение процесса во времени, лишь, начиная с некоторого момента 
времени, который определяется из условия пренебрежения слагаемыми 
более высокого порядка. Представление решения задачи по степеням 
"медленности" основано на общем свойстве любого марковского процес­
са -  забывать информацию о начальном состоянии.
В работах [26,27] было показано, что наиболее интересную ота- 
дию процесса описывает КФР первого порядка.
Кратко изложим метод КФР [7 ;26 ,27].
Подействуем на левую и правую части уравнения (24а) операто- л-у
тем самым, задача свелаоь к вопрооу построения оператора, обратного 
оператору /_х
Исходное уравнение Фоккера-Планка (24) можно записать в дивер­
гентном виде
ся в виде рада по степеням некоторого ввоишионного оператора Е
(32)
у 4  Уром L x и приведем его к виду
(33)




где I  -  ( Т f ,  ■ ;  L  ) _ п-мерный вектор потока "плотности
вероятности"
l y =  ~ J j  ( * ) { - '  -  ' (36)
Матрицу коэффициентов б у е  (х) будем считать симметричной и по­
ложительно определенной. Тогда оуществует обратная матрипа -В~^ , 
такая, что В у с  Вс м  = Sj, m  .
Умножим (36) на и прооумшруем по J, от I  до
тогда "
2 1  -  _  Л ~ \  ( J . J + - I . )  (37)
эх е -   ̂ J  ' J  •
Рассмотрим наиболее интересный случай, когда решение ищетоя 
в классе достаточно гладких функций, для которых выполняется соот­
ношение
Па Ц  . « «
Эх,-Эх-
Задача а9. Показать [27], что условие (38) приводит к требова­
нию выполнения следующих тождеотв
h j  s  ЪГК ( & j '  )  , (39)
+  ^ Kl ^  ^  =  Щ  ^ Ki  +
+ b; ! a  s r * . (40)
, Уоловие (39) по оущеотву означает потенциальность вектора 
, т .е .
=  Щ -  • <«>
где "потенциальная функция" *3? может быть с точностью до пос­
тоянной найдена по формуле
<р =  х к J 1 В к'- ( Т Х ) Л с ( Т Х ) ^  . (42)
о •
В (42) конотанта выбрана гак, чтобы при X = (х ,,..., X,,)* q  <£ 
обращалась в нудь.
Будем иокать решение уравнения (24) в виде
у? = ех/з ( -  <Р )  U у  (43^
16
где U -  некоторая новая неизвестная функция.
Легко проверить, что уравнение дня U подучается следую­
щим
Ч < ' * ) &  =  (44)
В [26,27] показано, что решение этого уравнения, мокет быть 
подучено, если функпия U зависит от переменных X  через 
потеншальнув функции <Р , т .е .  : U = U ( < p ) ,
тогда уравнение для U сводится к одномерному, если
э ^ / 2 х ; =  7 ^ ( 9 )  ,
J ( З ф / э х г =  А  А  в  и  =  % 2 ( 9 )
в этом случае
= [ х , д а - х а д Ц  + л ( я &  ■
Л
и эволюционный оператор Е  мокет быть найден в явном виде [2б]. 
Задача 90. Рассмотреть одномерное уравнение диффузии
V  _  л  I V  (45)
Я  ' “  ^
и показать, что КФР I -го  порядка определяется формулой
1 (,) _  I  * Z  ̂ (46)
'  ~  Г° 27 )  ~b-t 3 ■
/ ,  удовлетворяет нелинейному дифференциальному уравнению
откуда
J = - Л   , 1 0) -  А __ (.J __ ) (48)
что отличается от точного решения /  = - 4 — /- *1 ) ~._4_
заменой yGF- *  */з . '  №  П. т У  У
Построение эволюционного оператора & ,исходя из уравнения
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Фоккерэ-Пааяка иохяо осуществить следующим образом. Поскольку
! •  = -  Л ,  /  -  = - д ^ е- 9 М т о  отсюда
J  =Z U0 + х А ( ТХ)  I ;  (т х ) е х р [ 9 ( т х ) ]  о/Г.  (48)
о ~
Вектор потока можно представить в виде суммы Г ; — X * + г , 
где __Гге -  часть потока, соответствующего состоянию равновесия, 
а Г- -  неравновесная часть. Л
Поэтому из (37) и (49) получаем /  =■ / е •£ Ё  /  /
/ '  = e x p (- ? ) [ U „  + XK J  V / М  ! * ( ? * ) ер[$>(тх )] с /г ]  (50)
о ^
Е /  = Хк ехр{- . ? ) J e ~ ' { T X )  У г ( | |  ,  ( Я )





5 fx . [ * * £ « ? ( « > ) ] .
где i ; ~ I  с' ' ' /  и основная трудность состо­
ит в нахождении этой нкциональной зависимости. Неравновесная часть 
потока подчиняется т  же уравнениям, что и сам вектор потока, i . e .
-  ^
а X, a t  '  '  (52)
г / /  ‘./ У Г /J  I J  j  ' 4 J  • -(53)
Вели не принимать во внимание, что Х<- должно подчиняться 
уравнению (53), то можно указать чаотное решение (52)
I .  = - * ■  / '  Г  l f ( T X ) / ^ t  ‘I T  . (54)
Эту формулу можно использовать для приближенного построения эволю­
ционного оператора £  , . Подставляя (54) в (,51) ваходим, что
E f  -  е х р ‘- Ф) х , \  /  V r  г * р [ $ ( т х ) ]  В к , - ( г х ) '
У I V  Т /пч  { т г ' х у .
(55)
В [27] было отмечено также, что для совместного аналитического 
решения системы уравнений (50) в (51) может оказаться эффективным
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метод внешних дифференциальных форы. Теория внешних и дифферент­
а м  ннх форы изложена» например, в книгах [28-31].
В частности для нахождения частных решений дивергентных урав­
нений можно использовать лемму Пуанкаре [28-31] .
Пусть имеем уравнение
Таким образом, метод внешних дифферента ль кых форы позволяет 
надеяться на получение решения системы (50),(51) и построение эво­
люционного оператора Е  непосредственно из самого уравнения 
Фоккера-Планка.
Перейдем теперь к обсуждению конкретных задач.
106). Релаксация гармонического оспилдятора с одноквантовыми
Рассмотрим одномодовый гармонический осциллятор, взаимодейст­
вующий с диссипативной средой. Его матрица плотности удовлетворяет
Введем форму F = У  
Используя лемму Пуанкаре F, 
можно записать в виде
Q ■ , при ЭТОМ JB = F Ж JF--. С' 
«  ,  , ДЛЯ которой d F 1 - F
a w -  произвольное векторное поле.
Отсюда получаем ча&тное решение уравнения (56)
переходами
уравн— -  Гтт то1
N w Л А
являющегося частите случаем уравнения ( I I ) ,  в котором <Х и Л 
бозонные операторы переходов между соседними уровнями осшллятора.
Как и в ( I I )  <»^> = (€*Р кв т ~ 1 ) -  ореднее число
квантов в моде, а у  константа затухания.
Кроне того, в (57) опущены члены, которые связаны с эффектами 
типа Лзмбовского сдвига уровней.
В статьях [11,12] Б.Я.Зельдовичем, А.М.Переломовым и В.С.Попо­
вым для отыскания решений уравнения (57) был совершен переход к 
представлению чисел заполнения и использован метод производящих 
функций.
Ufa здесь, оледуя [13,15], сведем операторное уравнение (57) к 
уравнению Фоккера-Планка на плоскости.
Будем предполагать, что для матрицы плотности осциллятора 
существует диагональное Р -  представление Глаубера-Сударшана
= j (в)
С
Представление матрицы плотности в диагональной форме по коге­
рентным состояниям активно обсуадалооь Клаудером и Сударшаном [28, 
29]. Было выяснено, что (58) имеет смысц для широкого класоа физи­
чески интересных смешанных состояний осциллятора.
При подстановке (58) в (57) необходимо определить правила, по 
которым операторы Й J &+ действуют на*проекторы“ |oi><«|
Поскольку для когерентных состояний Глаубера $ |о(>=-о<|о<> 
и ~|<*> = ехр ( ы а + -  ы а )  1о> , то
О. \ а  > <* I = *  I <*><<*(, (59а)
1*><.с|а+- = (5  w > < « i)+ = <59б>
д+|о(><о(| = а + г к р ( * а + - г а ) \ о > < о \ е * р ( « а - ы а +) =
= е а + е * & ю > < о \ е * а =  + « )  \ « > < * \ , (59в)
1*><о<|а = ( а + |«><<*1)+ =  + °<) ! - > < • “ • (59т)
Задача 91. Подставить (58) в (87) и показать используя форму­
лы (59) и интегрируя по частям, что Р (ы >*} * )  удовлетво 
ет уравнению
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и  -  £  /  1  (ct Р) + 1  (Ы.Р-) + 2<*> 21L  } . (б0)
2-ь ~  г  1 х  ^  (60)
Указание; Рассмотрим, например, слагаемое a  Q+J> из (S7)
= aJ«**A'J-(i-&)P(*,*;*)l<><<l =
= jefcrAoU |ot><o« 1 ы. (<? -  - ^ )  Р  ;-£) =
= j e U A d d U X * !  (  1 + <*<? -  ^ < x ) P ( o f ; <Jj-6).
Прв внподнении интегрирования по частям необходимо учитывать 
граничное условие,
I Р  (ct^bTi -t>|  ^  0  - . (61)
Отметим, что (60) оовпадает о уравнением, опионващим броунов­
ское движение в фазовом пространстве классического осциллятора [13], 
Креме того, аналогичное уравнение попользовалось Льюис ел лом и Глау­
бером (см ., например, [14,32]) для опиоания матрицы плотности модель­
ного очетчиха фотонов.
Цропагатор уравнения вида (60) был найден в работе [30] (см.так­
ие, статьи Г.Хакена и В.Вайд лиха в [31]).
Применим для нахождения продататора групповые методы, которые 
основаны на том интересном факте, что операторы г 1/}сОо< 
и Vaot °< + "Ь/г* ■* входят в число генераторов алгебры ЛИ 
группы SU(1,1) ~  SL(2,R).
Рассмотрим вначале для простоты одномерный аналог уравнения
(60)
» * < * > £ ]  f - i r l f  ч «
’-А
Тйи как L явно не зависит от времени, то формальное решение
уравнения (62) можно запиоать в виде
/ / ( * ) >  =  (63)
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откуд'а -fix,2) = J  <*/ L ) 1*оУ $■(*<>> 0)dxO/
где J ( X j i )  = <Cx\J(*)> , & матричный элемент
< x | axp ( |  }4 L )/xc> = У С ( 1*•> ° )  _ пропагатор уравнения (62).
Имеем ддя него
X(x,*lx*,o) s <xlexP{^ Y i[< » > ^  + ^х]}|х<> =
=  < x , ^ { W (Y_ e- « ; i l  } ^ Н к Н Ъ_ х ) ] Хв> =
= / +  <. (х-е'чг х „ )р } ^ р
что совпадает с пропагатором, приведенным в [31]для одномерного слу­
чая. Б промежуточных выкладках были введены состояния \р~? ,
собственные для оператора "импульса" Р / Р >  '  -л , j.
< * 1 р > -  (1 / Ш )  e * p ( i * p )  , и использованы соотношения^, 
откуда , ... ,г.
+ Ъ~х^1  Т  * * ? [ $ ( < - *  ) ^ } er ( r A x) J 
[ £ * , * ] = *  —  ^р(-Г ^ х ) / х е> = | е - Г хе > .
Задача 92. Действуя аналогичным образом, проверить, что у дву­
мерного уравнения (60) ( o t-  ы, + с<хг • ? 2*1— - 2 1 + 2 1  )
Э ofdoC Эо/,А S of,*пропагатор имеет вид ■ „ °*1
4 М м - . < е~!'*-+-}1г 1Х (< ,ц ы .^ ) = - 1 ----- — -  exp z d A e L ■
< » ( f -  r { < * > ( i - e-rt*-i.)) в . (65)
*
Видно, что при — ► +• °° пропагатор переходит в Р
-  символ равновеоной матрицы плотности р при температуре Т  •
. л 1 - м г
Р К ° 0  = 6  . (66)
Задача 93. Представить равновеоную матрицу плотности осциллято­
ра j?  = [ j  -  г*р( -■ко/кеТ ) ] ы р [ - Ъ о а +а / к е Т ]  в антинормаль но- упо­
рядоченном виде и проверить, что е ^  £  оимвол имеет вид (60).
Заметим, что для нахождения удобно ввести т.н.  нор­
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мально упорядоченную характеристическую фуншшю [32]
1*1?) = S p l  S  exp(S&4 ехр(-Ja ) ]=  ^
=  ( dU S i t  P(*,oi )  exp(joT -  J<*j .
/ 2-Tri
Нетрудно заметить, что (67) является двумерным преобразованием 
Фурье и если оно обратимо, то
Р М =  \ dI ^ l  e f ( J *  -  $ « )  . (68)
функция У / / р )  может быть вычислена для известного оператора 
$  и если V (J) обладает двумерным преобразованием Фурье, 
формула (68) может быть использована для непосредственного определе­
ния Р  -  символа. ___
В общем случае, если PB( l>,'?i ^o) заданное начальное распределе­
ние квазивероятности, то квазиверояткость в произвольный момент вре­
мени _
P K M J =  { X ( ^ l ^ ) P o ( ^ . - t . ) ~ ^ -  ■ (69)
Л
Эволюция среднего значения оператора В , относящегося к ди­
намической подсистеме, определяется формулой
< B ( i ) > ~  а  ■£) < * | В |оС> а
, 2т‘ (70)
_ Щ ^ р (4 , г г <)- QB (<*,«)■
J г“ ‘ л
В честности, если £  = 1 н > < Ы  , то
(71)
-  изменение во времени вероятности пребывания осциллятора на п- ом 
уровне. Найдем /*J в некотохых частных случаях.
Если в начальный момент = 0 осциллятор находился
в (чистом) когерентном состоянии jsfo) = /=<.><*.1 ,
РЛ ч 'л ,о )=  и «•*<>),
поэтому
К * " »  ,
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-  — 1  И
где e  / /* * *  -  волновая функция гар-
моничеокого ооцидлятора в когерентном представнении. Вычисляя интег­
рал из (72) в полярных координатах ( <* = _ |Ы)о( с / 0 » ^
получаем ... „ £i
w .w  = l l - e'  >Л1Я  е „ / _  } ,
L l  + V > ( l - e - r*)]m1 Р 1 1+ (1 -€ '* )< *> )  (73)
. /  / .  е~* I*.!*  )
, " '  > <г» ( 1 , <Г « )0 1  + < » ( 1 -* 'П) П  '
где ^  (*) -  полином Лагерра.
Воли Т  — °  , т о ,  и < V >  =  o формуда (73)
приобретает вид распределения Цуасоова
и. \ ( i  , Т= о) = е,р(- e - « l * . l ‘)
1 и !
Задача 94. Проверить, что при тех же начальных условиях
( j2(o) =  / ы, ■><<*. | ) для Т -  О осциллятор релакоирует,
оставаясь в когерентном оостоянии j> ( t )  = / o<ft)><<*fc)J,
Г» * . e . * p ( - l r t ) .  _ - К С » - , / ,  _
Указание: Матричные элементы j>nn(0)= е  /чт!п!  .
Найти вид матричного елемента Pn„ /-tj и совершить переход
к < 0 —►О.
В работе [12] было показано, что ояучай задачи 94 является 
единственным, когда в процессе релаксации состояние ооцидлятора вое 
время оотаетоя чиогыу.
Задача 95.  Пусть при t = o  ооцидлятор находился в тер­
модинамически равновеоном оостоянии о температурой Т ^ Ф Т  .где  
Т  -  температура термоотата. Показать, что распределение по 
уровням Wn (*) в каждый момент времени оотаетоя плаысовоким, 
в котором температура меняетоя от Г, до Т  в ооответотвин 
о уравнением 7Г(*) =  е~ г* < ^ '>  + (1 -  f ri) <^>  (Ю.1вннгер £з|).
10в).  Релакоация оошядятора, взаимодействующего о 
классической силой
Взаимодействие ооцидлятора о термоотатом носит характер случай­
ней силы. Обобщим уравнение (37) на тот олучай, когда на осциллятор 
действует, хроме того, классическая (детерминированная), зависящая
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от времени оида !=(*) М
Уравнение два j? в предотавяешш взаимодействия прини­
мает вид
f f  = - c [ m j ]  - { { ( W + l l f & a j - 2 а } а +  + }а * а )+
+ <»»> (a a+j> -  2 a +j d  + j> a ^ ) j ,  '75)
Где V ( i )  =  -  F(-t) x_= - ( 2 u ty b [ F / i ) e u,*a +
Задача 96. Дейотвуи анааогнчно выводу уравнения Фоккера-Пданка 
(€0),  показать, что контрвариантный i? -  симвоп натрвш паотно- 
отх р/±)  из (75) удоваетворяет уравнению
"3̂ х / 2 .  + J. и y h  os,i>, Я-ф
- г г — = . - * l w * f4 ч * 1* '  * 3 <  > * * * ! ' J ~ ,  we)
J H )  = t  + i W *  »
а  его решение имеет вид
Ы ' , о ) 9 . 1 А Р . 0 ) .  м
Здеоь 1ы'/0 ) ~
-  пропагатор уравнения (78), где
=  i ( 2 U ) ' % J  F(i ' ) e*p[~  { ( * - * ' ) +  M ' J ' O t '
f W s z  + ,
Укяяалие: Подстановкой 5 3(<|(<гУ*1~ ^  P  (*.*!+) (76)
приводится к уравнению вида (60) дая функции £(<*,£,!) . Поэтому
можем написать
9 М --- « р |) ю £  Ф >&]«Кт Г я  * +> -" +
****. V '”'
з4
r J ] W
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и, переходя к вещественным переменным ( У ^  <*, + 1 ыг. ) , приме­
нить метод, аналогичный получении формул (64),(65).
Из формулы (78) видно, что пропагатор является гауссовым паке­
том на комплексной -  плоскости, пентр которого
"испытывает затухание” пропорционально ехр (-  i 'F / z )  и смещает­
ся на вектор у>(+) под действием детерминированной внеш­
ней силы F (+) . Если Т ’ °  , т о  < ^  0 и за
счет взаимодействия с термоотатом в системе нарастают флуктуаиии — 
гауссовый пакет расплывается по комплексной плоскости,
Задача 97. Рассчитать зависимости от времени вероятностей Ui, / t ) 
(см .формулу (7Д) при разных начальных условиях для матрицы плотности 
J ( 0 )  , [ 126] . ^
1) j> (p}=
показать, что в этом случае при <^>=с? осциллятор остается в
чистом когерентном состоянии / ы (■£)> <°<(<-)| , где
_*/*)  = e * p l - r t / i )  Щ .
2 )  Щ * , У )  I $  > < Г  I ,  *
где j / т г \
( W ^ t )  -  1 )~ 1.
3) j ^ ° )  = - п р и  i r= О система находит­
ся в чистом У - -  квантовом состоянии.
Следуя работе [I26j, обсудим теперь вопрос о спектре излучения 
заряженного осциллятора, на который действует сила Р(^ )  . Можно 
подумать, что поскольку сила F i t )  вызывает переходы между уров­
нями = , то спектр излучения состоит из гармоник
U „ -  п и 0 . Однако это не так, и как для классическо­
го осциллятора спектр излучения здесь определяется спектром сипы 
F  ( t )  . В  квантовом случае это есть следствие эквидистантности 
уровней энергии осциллятора, которая приводит к интерференции кван­
тов, испущенных при переходах между различными уровнями. Последнее 
разъясняет так называемый "парадокс гармонического осциллятора" [l2a, 
34,35]. (Классическая ширина линии излучения не зависит от амплиту­
ды осциллятора. С квантовомеханической точки зрения матричный эле -  
мент перехода ~  /У  , а  ширина ~  «■ . Поэтому, казалось бы,
для перехода In')-* In- О ширина линии — 2я-# , т .е . ширина линии
26
должна увеличиваться при возбуждении *0 , что противоречит
классическому результату -  для высоковозбувденных уровней должен 
происходить переход к классике).
Согласно общим принципам квантовой механики [5]контур линии 
излучения осциллятора определяется корреляционной функцией 
< а+(Р+г) a ( t ) >  по формуле
^ Я М  = 2 Ке f j i  \ h  < a +( t+v)  , (79)
О О
где корреляционная функция [Ь+т) Я(-Ь)^у имеет вид
f  т) а [ ф  =  S p  ( } ( ° )  a +(i +т) af t ) )  , (80)
'  • *'*" л, A f |>
Для нахождения вида операторов О- 1%), аМ  вернемся к исходной 
модели (модель Лвиселла [32,3б], в гамильтониане которой насяду с 
взаимодействием с осцилляторами термоетщ^ учтем слагаемые, даадие 
взаимодействие с внешней силой F / i )
Н = +к + Н, ^
В представлении взаимодействия уравнения дв23Е5Й^ для операто­
ров a F)  , 4  №  выглядят оледушиы образом
(/JobЛ /rft = - 1 2 / ,  4  f  4  № ) « ' , (82)
Д / Л .  - i / ,  £«*-«■)* .
Решение для a /i)  в приближении“Вайокопфа-Бигнера [Зб]
Т т  е Щ и , ~1 ф ) a m  *  м )  £  W+ (83)
где j W t )  = /* .(  t (UKi  -  j  , й f ( - i )  определе­
но в (78). »
Змгача 9В. Вывеоти формулу (83).
Утгаапния- Система уравнений (82) линейна, поэтому с оператора­
ми a  и ^  можно обращаться как о классическими величи-
( = o ).
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Удобно перейти к оиотеме алгебраичеоких уравнений дня яалла- 
оовских образов одораторов а  (4) и 4к. Щ  , а при выполнении
интегрирования в обратном преобразовании Лаплаоа, оовериить предеч­
ный переход к бесконечно большому числу осцилляторов термоотата 
(как и при выводе кинетического уравнения ( I I )  для матрицы плотно­
сти динамичеокоВ подсистемы),
Подогавяяа (83) в (80) получаем [12б] для случая нулевой темпе-
р » д а  < < » = < > >
<  a + ( t . r ) 4 | t ) > ‘ =  ‘ '  [ < « • » г  ( м )
где < и(о)> =  < a +f°) Q 1°)У . и сделано предположение, что
< <5+(о)> =  < а(о )У  ~  0.
Вычисляя:’■ интегралы в 479), имеем
Щ Ш  *  г т [ ( и - о . ) *  + . р / ч  1 (85)
F(u ? f  Щ ;  ! Ff-t-) e i u i  л ,   ̂ .
Первое'•ст;Т4>®ав,*0* .#-4 |§) соответствует вновечиванию начального 
возбуждения ЦаЖШтора, а  второе -  излучение под действием внеш -  
ней силы Ffc}  . При атом видно, что спежтр излучения кванто­
вого осциллятора действительно такой хе как и в классике.
10г). Релакоапия параметрвчеоки возбуждаемого 
осциллятора
Важной оообенноотыо предыдущей задачи является то, что даже 
при наличии внешней оилы Ft-t) оператора рождения и уничтоже­
ния не перемешиваютоя в пропеоое релакоапии.
Рассмотрим в противоположность втому осциллятор 0 параметриче­
ски меняющейся частотой (J(±) , которой о учетом взаимодействия
с териоотатом, задан гамильтонианом
A w ,  Ш 0 1 Ы  _  t  ж
+■ if/#* +  fl+ f, ■+ )  - (м(Ь=о)=и,)
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где U -  некоторая новая неизвестная функция.
Легко проверить, что уравнение для U подучается следую­
щим
« * < - * )  ? г  - . ш )
В [26,27] показано, что решение этого уравнения, может быть 
подучено, если функция и  зависит от перемените X  через 
потенциальную функции , т .е .  U = U (  ф ) ,
тогда уравнение дая U вводится к одномерному, если
эЖ/Эх4 = 7-1 ( Ф )  ’
J ,  = А  А  = / ,  ( Ф)
в этом случае
и эволюционный оператор Е  может быть найден в явном виде [2б ]. 
Задача 90, Рассмотреть одномерное уравнение диффузии
V _ Л  (45)
'bt ~  d J  ~Ъ*г
и показать, что КФР I -го  порядка определяется формулой
{О) , р , х 2 3 А  (46)
Г ~  Г° ^  J z ~  Т Г  >
/ ,  удовлетворяет нелинейному дифференциальному уравнению
| А [ - * * * ■ / & ] * -  А  ,
откуда
(48)
что отличается от точного решения /  = ,===• pxt>(-~, ) » — • (1-— +-) 
заменой ^  У з  . 7 Ш ? '  Г (  v W  ^  » *  )
Построение эволюционного оператора Е  .исходя из уравнения
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Фокйвра-Паанка мок а о осуществить сжедующим образом. Поскольку
I ;  “ “ *4 . /  "  Bl) W j  , т0 отйща
t/ = W0 -к хк /'б^Гх,) 1,/тх) ехр[<Р(тх)] с /Т , (4Э)
Вектор потока кокно представать в виде суммн 
где _Гге -  часть потока, соответствующего состоянию равновесия, , 
а I -  -  аераваовесная часть. Л
Поэтому из (ЭГ7) и (49) подучаем f  = / е f  £  /  ;
/ е = е х р ( г  9 )[tfg + К ] {Ь ^ ( т х )  1 * ( т х ) ё ц р [ 9 ( т х ) ]  J t j  (50)
О ^
\
Е /  = ** e x p f  <р j{Bt'i(Tx) V~ ( | |  j  9  (**)] dr  (и )
о
где Г,- ~  У?, ( и основная трудность состо­
ит в нахохдении этой функшонажьной зависимости. Неравновесная часть 




Если не принимать во внимание, что Х(- доахно подчиняться 
уравнению (53), то мохно указать частное решение (52)
Т. = - А,- J f г " ' 1 l f ( T X ) / t t  d r  . (54)
( О
Эту формулу мохно использовать для приблихевного построения зволю- 
пиовного оператора Е . Подставляя (54) в (51) находим, что
Е /  — *■ х* / г  е*р[<Р(тх)] В'к( (rx) 'С
) 1<1т/ г "'~1 г гг 'х ; .
г т •В [27j бнао отмечено таете, что для совместного аналитического
решения системы уравнений (50) и (51) мохет оказаться эффективным
(55)
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метод внешних дифференциальных форы. Теория внешних и дифференци­
альных форы изложена, например, в книгах [28-31].
В частности для нахождения частных решений дивергентных урав­
нений можно использовать леш«у Пуанкаре [28-31] .
Пусть имеем уравнение
-  ¥  ( х г ; ■ ■ ■ '  х"'  (5 6 )' 2 L .  -Ъ
Введем форму 9  -  (~<) &  f  , где Q  =  я/д, А ■ A J x „ ,
C b l J D X c j Q  , а индексГозначает отсутствие i  -го 
дифференциала.
Введем форму F ~  , при этом J a = F  и ' J F - C .
Используя лешсг Пуанкаре F,  , для которой <ЛFt - F  ,
можно записать в виде
Ft -  X L I  с /Т г " ' 1 ¥ ( X T ) ( - l ) ‘ ' Q f  F ( ~ i )  ’("brt z ) ; Q ?  >
V
cTW- произвольное векторное поле.
Отсюда получаем частное решение уравнения (56)
Г; = Xi j 1 JT -С * 1 У { х( 7  . , Хп Т )  .
о
Таким образом, метод внешних дифференциальных форы позволяет 
надеяться на получение решения системы (5 0 ),(51 ) и построение эес- 
лхпионного оператора Е  непосредственно из самого уравнения 
Фоккера-Планка.
Перейдем теперь к обсуждению конкретных задач.
106). Релаксация гармонического осциллятора с одноквантсвыми
переходами
Рассмотрим одномодовый гармонический осциллятор, взаимодейст­
вующий с диссипативной средой. Его матрица плотности удовлетворяет
уравнению [ п ,  13] А А л А л
= -£r fei»+i ) (a+a-f - 2a j >a + f a a )  +
+ <у> ( acE} -  2. d+j>d + jSad+J]^
Л  A
являющегося частным случаем уравнения ( I I ) ,  в котором О. и Л  
бозонные операторе переходов между соседними уровнями осциллятора.
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Как и в ( I I )  <^ >  -  («хр -црг ~ 1 ) '  -  среднее число
квантов в иоде, а у  константа затухания.
Кроме того, в (57) опущены члены, которые связаны с эффектами 
типа Лэмбовского сдвига уровней.
В статьях [11,12] Б.Я.Зельдовичем, А.М.Переломовым и В.С.Попо- 
вым для отыскания решений уравнения (57) был совершен переход к 
представлению чиоел заполнения и использован метод производящих 
функций.
Мы здесь, следуя [13,15], сведем операторное уравнение (57) к 
уравнению Фоккера-Пяанка на плоскости.
Будем предполагать, что для матрипы плотности осциллятора 
существует диагональное Р  -  представление Гдаубера-Сударшана
/ Ю  = (58)
С
Представление матрипы плотности в диагональной форме по коге­
рентным состояниям активно обсуждалооь Клаудером и Сударшаном [28, 
29]. Шло выяонено, что (58) имеет смысл для широкого класоа физи­
чески интересных смешанных состояний осциллятора.
При подстановке (58) в (57) необходимо определить правила, по 
которым операторы С? , Gt+ действуют на*проекторы“ /о<><°<|
Поскольку для когерентных состояний Глаубера ^ |х >  = <х|х> 
и |с*> = exp (°<я+ -  a )  t o y  , то
О. | л  > <<х I = ®< I «*><*1 >
= (а =
д + |<*><о<| = а + ехр(с<а+-о ? а )1 0 > < о |€ Х р (^ -^ о +-) =
= e"|0<|2Q+ e*^*lo><oiе * а = (£  + « )  ИХ- ',





Задача 91. Подставить (58) в (57) и показать, иопользуя форму­




Уравнения движения для операторов a  ,<я+ , Як , °к имеют
вид
(87)
Из уравнений (87) видно, что операторы О. и &+ перемеши­
ваются в процессе временной эволюции, поэтому параметрический ос­
циллятор может усиливать свои нулевые флуктуации и излучать уси-
Квантовнй параметрический осциллятор (без учета взаимодейст-
литературу). В этой работе было показано, что в случае периодиче­
ской модуляции частоты спектр квазиэнергий осциллятора может быть 
трех типов.(Здесь существенно, что у линейной динамической группы 
осциллятора Sp(2.К)= SU(1,1) = SZ(2,H) имеется три типа одно­
параметрических подгрупп, с которыми может быть связан оператор 
сдвига системы во времени на период Т  . Диокретному спектру ква­
зиэнергий соответствуют устойчивые состояния осциллятора, а сплош­
ному спектру ( - " < £ < + ■3>° ) -  неустойчивые состояния (зона парамет­
рического резонанса) (см.более подробно § 5,,часть П) ).
В недавней работе [39] Я.И.Грановским, Ю.А.Димашко и А.С.Жеда- 
новым было установлено, что потере устойчивости соответствует фазо­
вый переход в системе.
В этой работе термостат задавалоя температурой Т и временем 
релаксации -Трел .
Если Г / Т рел »  1 (пмедленннй"оспиллятор), то все термо­
динамические характеристики параметрического осциллятора успевают 
следовать изменению её параметров и матрица плотности имеет вид
ленное поле [37] .
вия с термостатом изучался А.М.Переломовым и В.С.Поповым в рабо­
те (38] (см.также § 4, часть I  и § 7 часть П и цитированную в них
f f t )  = вжр(- Н о Ш к е т ) / S p [ -  Н . Ш / * в Т ) , ( 88)
здесь Но ft) -  гамильтониан осциллятора вида (86) без учета взаи­
модействия с термостатом.
Поскольку 29.
[У-2с мГ - Г f£, /*JJ1 = 9  и г Н ) ъ ' о
у “медленного" осциллятора фазовый переход невозможен.
При Т / Т р с л « 1  ("бысгрвв" осшллятор) термодинамические 
переменные не успевает подстраиваться под изменение частоты и долж­
но происходить усреднение параметров параметрического осциллятора 
за  период.
В этом случае матрица плотности равна
}=■ е *р ( ~  Й А г г )  / S p ( ~ i c  1ке т)  ; (89)
Л
где К  -  оператор квазивнергий (квазигачальтониан), которые для 
осциллятора имеет вид линейной комбинации
К  = Q e^ ) ( f l+a + ^  я )
и фазовый переход здесь оказывается возможным, т .к . в общем случае 
величина > /Г  = - [ ? я ) Ч * Ю 2 может ш еть любой знак. Фазовый пере­
ход происходит в полюсе функции Sp exp (- fc/ке т) . это усло­
вие совпадает (л.,например § 5, 8а части П) с условием потери ус­
тойчивости ? = о Г$р 4 (Tjl = 2  -  (гранила зон устойчиво­
сти и зоны резонанса). (Здесь U /т) = T(6 (r j )  , 4/т; е . ).
Задача 99. Показать, что статистическая сумма быстрого осцид-
ЙЯТОТН. В Э В В Я  л
S p { e . p t -  Л ' А а Г )  =  1 / ^ l f U l - T )  /  ( 9 0 )
V  . .а средняя величина оператора /V = а  + 0 й
< ^ >  = I )  М ( Л М
и неограниченно возрастает при О .
Указание. При вычислении статсуымн (90) учесть, что осцилля­
тору соответствует два унитарных представления T+1'Y и Т+3/у 
группы Гир, 1) .
Было бы интересно исследовать задачу о параметрическом воз­
буждении осциллятора, взаимодействующего с термостатом, с точки 
яр«ши кинетического уравнения для матрицы плотности.
(91)
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IQn). Уравнение Фоккера-Дданка в теории лазера
Простейшая модель одномодового лазера, представляет собой 
квантовый осшдлятор, резонансно взанмодействужщий с системой 
двухуровневых молекул. Такая модель дается гашльтониавом fl5 ,3 l]
е- x £ [ £ ' t > +  Ч8В)
(* - ! ,!
где d ± ] > &l K) -  матрицы Паули, отвечающие к  -ой молекуле. 
Предполагается, что все молекулы неподвижны, находятся в одкнако- 
вых условиях и константа взаимодействия Д =  Л  / £ £ / 2 V  
не зависит от координаты молекулы ( cL -  диподьннй момент перехо­
да, V -  объем системы). Рассмотрим случай точного резонансе 
CJ = CJ О
Задача 100. Показать, что при У  = I  оператор эводюши, соот- 
ветствукщий гамильтониану (32), равен
д а ;  =  у , ( * ) ц м ,
-"Ее . . л Е ,  -< и е { / 2  о  \
ЦП) = e ‘“-iaa Iе в
К  (t) -  .Л+ s ie -ta i /да?̂ /
2 ' - ‘й /J2F— М  t  V 6 +Ci /
Пусть фотонная мода в начальный момент времени задана опера­
тором плотности , а  молекула = ( 1о о )  * Тогда
sP { y , i ( }J°B ) v t u t }  =
= ^ ^  i е , а а " р °̂ £й^+ Д / 5 а * ' )  +
  ;м *5*а
+ а .  А. < $ ]е
\ЛГ5* 'J a  a* J
Разлагая операторнозначнне функции в ряд, удермивая члены до 
порядка ( £ л )v и проводя усреднение во ансамбли молекул, можно 
получить операторное уравнение для иатриш плотности фотонной моды
+ [ h  ~ { f ) ' ( f t  ^  + 5<*+ "  ( 9 5 )
-  2d+[ j y -2 l i f ( a a y )  + f i M +)l  a )  ~  
- i ' (B ( a +a >  + j v ^ a )  -*■ & a  JV d + .
Здесь' У  -  *» * * У У 1 > b r f / V ,  *, .  скорость-вво­
да в резонатор возбуждённых молекул, У'"1 -  среднее время жизни 
возбужденных модекуд за свет оптического перехода между верхним и 
нижним состояниями, Хр -  среднее время жизни молекулы в возбуж­
денном состоянии за счет потерь, \  -  скорость ввода в резонатор 
"поглотителей" [15] .
В представлении Глаубера-Сударшана
подучаем для уравнение Фоккера-Планка, применявшееся
ранее в теории лазера [14,31]
ё  = - i l t t
(96)
В установившемся состоянии можно пренебречь временной произ­
водной в (96) и уравнение (96) удовлетворяется, если
I t  = 1 [fy-(g)ol - С Н I1 Р ; С=«я/Г)У.(97)
Из (97) получаем
(98)
 с  ,
Р ( « , * ) =  У <*/>[ —  "  3  =
=  viС * * р { ~  $г / 1<ь т ) ,
где У1 -  константа, определяемая нормировкой Р  , а сГ -  сво­
бодная энергия
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Уравнения движения для операторов а ;« + ; , &к имеют
вид
(87)
Из уравнений (87) видно, что оператор! Oi и Д+ перемеши­
ваются в процессе временной эволюции, поэтому параметрический ос- 
цидлятор может усиливать свои нулевые флуктуации и излучать уси­
ленное поле [37] „
Квантовый параметрический осциллятор (без учета взаимодейст­
вия с термостатом изучался А.М.Переломовнм и В.С.Поповым в рабо­
те [38] (см.также § 4, часть I  и § 7 часть П и цитированную в них 
литературу). В этой работе было показано, что в случае периодиче­
ской модуляции частоты спектр квазиэнергий осциллятора может быть 
трех типов. (Здесь существенно, что у линейной динамической группы 
осциллятора Sf>(2,R) = SU(1, 1) =  S t  ( •?, Я) , имеется три типа одно- 
параметрических подгрупп, с которыми может быть связан оператор 
сдвига системы во времени на период Т  . Дискретному спектру ква­
зиэнергий соответствуют устойчивые состояния осциллятора, а сплош­
ному спектру ( - " <  £<+<*■ ) _ неустойчивые состояния (зона парамет­
рического резонанса) (см.более подробно § 5 ,часть П) ) .
В недавней работе [ЗЭ] Я.Й.З^рановским, Ю.А.Димашко и А.С.Жеда- 
новнм было установлено, что потере устойчивости соответствует фазо­
вый переход в системе.
В этой работе термостат задавался температурой Т и временем 
релаксации Трел . *
Если Т / Т рел >> 1 ("медленный"ос1Шллятор), то все термо­
динамические характеристики параметрического осциллятора успевают 
следовать изменению её параметров и матрица плотности имеет вид
Н о Ш к Бт ) / S p ( -  Н , Ш 1 * ' Т ) ,  (88)( )
здесь На(*) -  гамильтониан осциллятора вида (86) без учета взаи­
модействия с термостатом.
Поскольку
[VJ2o M ] z -  rV G , M J 1 -  0
у "медленного" осциллятора фазовый переход невозможен.
При Т / Т р с л «  1 ("быстрей" осциллятор) термодинамические
переменные не успевает подстраиваться под изменение частоты и дое­
но происходить усреднение параметров параметрического осциллятора 
за  период.
В этом случае матрица плотности равна
} = ■  е * р [ -  К А Т )  / S P ( ~ i c l K e T )  , (89)
А
где К -  оператор квазиэнергий (квазигамильтониан), который для 
осциллятора имеет вид линейной комбинации
К  ~  Q . J v ) ( ^ c i  + й й +) — + я а )
и фазовый переход здесь оказывается возможным, т .к . в общем случае 
величина } / Т  — может иметь любой знак. Фазовый пере­
ход происходит в полюсе функции S p  ехр (- fc / ке TJ , это усло­
вие совпадает ( м .  .например § 5, 8а части П) с условием потеря ус­
тойчивости } = 6 А( t j I  -  2 -  (граница зон устойчиво­
сти и зоны резонанса). (Здесь Ufr] -  T(A(r))  t А/т) е . ).
Задача 99. Показать, что статистическая сумма быстрого осцил­
лятора равна л
Sp(«pl-*A.T-J= 1 р у к ( } Ц 2 Т )  ; m
$  = ()ет )* ) Л  ̂  ̂ А ^
а средняя величина оператора /V = <я+й + й  &
< У >  = J ^ -  и Ц Л ( 2 т )  (91)
и неограниченно возрастает при <? .
Указание. При вычислении статсуммн (90) учесть, что осцилля­
тору соответствуют два унитарных представления Т+1'у и T+3N
группы
Было бы интересно исследовать задачу о параметрическом воз­
буждении осциллятора, взаимодействующего с термостатом, с точки 
зрения кинетического уравнения для матрицы плотности.
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IQn). Уравнение Фоккера-Дданка в теории лазера
Простевшая модель одномодового лазера, представляет собой 
квантовый осциллятор, резонансно взаимодействугщий с системой 
двухуровневых молекул. Такая модель дается гамильтонианом fl5 ,3 l]
н  = . ( J . й +а  -н 2 ? +  а  б Т 1  (92)
ji*) „где 6+ ) 63 -  матриш Паули, отвечающие К -ой молекуле.
Предполагается, что все молекулы неподвикны, иятпдятся в птписпгп- 
внх условиях и константа взаимодействия А =  oi  / ь)в/ 2  V 
не зависит от координаты молекулы ( cL -  дипольный момент перехо- 
. да, V  -  объем системы). Рассмотрим случай точного резонансе
CJ = 0J о .
Задача 100. Показать, что при f / =  I  оператор вволюпин, соот- 
ветствупций гамильтониану (92), равен
V ( t )  =  (93)
ГД% }  - i u j M  l z ‘u ° i / z  0  ) . ,
, а < . д а  $  |
Z f . W  “  I sih-ta/oi?*- I
l " ‘ a  " 7 7 2 ? —  ^  - b l f a + u  /
Пусть фотонная мода в начальный момент времени задана опера­
тором плотности , а молекула = ( 10 с )  * Тогда
sF{K i ( i ; i )v;u; }  =
• + A. o j ' i ..............
\l A  A* v) г 11 а  (X -*
Разлагая операторнозначнне функции в ряд, удерживая члены до 
порядка ( -t л )v и проводя усреднение по ансамблю молекул, можно 
получить операторное уравнение для матриш плотности фотонной моды
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-  2 a * [  j y  - 2  ( $ ) ' ( * a * J f  + f f S & * ) ] a  }  -
- i & ( . a + a f r  +  J t a < - a )  +  < & & £ £ *  .
Здесь Л  ~  ‘h  W  / X  , & -  l 2 Z* /Xz } ay _ СКОроогь-вво­
да в резонатор возбужденных молекул, У '1 -  среднее время жизни 
возбужденных модекуд за счет оптического перехода между верхним и 
нижним состояниями, Хг -  среднее время жизни молекулы в возбуж­
денном состоянии за счет потерь, 1Z — скорость ввода в резонатор 
"поглотителей" [15] .
£ представлении Глаубера-Сударшана
i ^ ) =  i
получаем для Р ( ыё )  . уравнение Фоккера-П ланка, применявшееся 
ранее в теории лазера [14,31]
ё  = - i ' l t f i j - e b w W W - s U h
- 1
(96)
В. установившемся состоянии можно пренебречь временной произ­
водной в (96) и уравнение (96) удовлетворяется, если
ъ Т  = i  0 |г<* К  ,
(97)
(98)
Из (97) получаем г  2 - А  -  * Г  ,
= У  £*/> ( -  Г Д 6Т) ^
где У 1 -• константа, определяемая нормировкой i? , а -  сво­
бодная энергия
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£  =  - к Б Т  + } к в т £ - ( * \ *
Л  ' '  я -  (99)
Подобное выражение для овободноЗ энергии использовалось 
Л.Д.Ландау в теории фазовых переходов второго рода, причем тогда 
необходимо, чтобы ji-<& ~  Тс - Т  { те -  критическая
температура). Аналогия между фазовыми переходами второго рода и 
лазерами исследовалась Ханеном [31] .
Для решения (98) имеем три области:
I .  Я <  <8 (поддороговая область) .  Здесь членом пропорцио­
нальным (6 M v в свободной энергии можно пренебречь, поэтому
РГ « Я )  =  **р[-  (<&-Я) H / j -J ; « =  1* 1* (ioo)
a tfr = [&-Я)/тЯ-\ 
если учесть, что условие нормировки
^  2  с
Для среднего числа фотонов в области I  получаем
<и> = 5 ' p ( a + a j > f ) =  / * < | А Pj . («f , j ; = (I0 I)
=■ 7Г I - i /m  ^  /(® ~ Я )  ■О '
Формула (101) определяет распределение фотонов ниже порога 
генерации
Рг ( " > =  i s . ,  « р ( - " / < " > ) >  (102)
которое соответствует распределению Планка для излучения абсолютно 
черного тела.
П. А  — ® . (порог генетшши)
£д- («О =  и/ f  -е*/> { -  "к с
(103)
Формула (103) является распределением Гаусса. Среднее от квад­
рата числа фотонов л „
< , * > ^ S p f ( M r A ]  =  ,  .
= { S  I  V "  -  с  -1+ w ) .  (д м )
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Второе слагаемое е (104) обычно является малой поправкой и, 
если им пренебречь, то получаем распределение Гаусса
p iW = f  i f  i "'/<"*>•> <Ю5)
Ш. Л  > С  ( о б л а с т ь  над п о р о г о м  г е н е р а т т и и )
В этой области %
<м >  =  ( J - < b ) / C .  (106)
Линеаризуя выражение (99) в окрестности этой точки, получим
п = (oil2- =  < п >  + К п  .(U-&)n - 1- С гг -i-CS'M1.
Поэтому находим, что
(107)
’ Среднее квадратичное отклонение переменной П  для распреде­
ления (107) г  . ^
< ( « - < * » * >  =  ж f (* - < » > )  +
Если М  ^  & , то < ( ” -  < « > ) * >  — < л >.
В этом случае распределение (107) становится очень узким и 
может быть приближено 5“ -функцией
B g w  = у / 1 г ( " -  < * > ; (к» )
и из представления Глаубера-Сударшана следует, что лазерная мода 
находится в когерентном состоянии
гг I у /^ >  >  <  / о о  | . (ио)
Из решений (102),(107) и (109) видно, что переход из подпо- 
роговой области I  (слабая накачка, лазер является обычным тепло­
вым источником слета) в область над порогом генераши (сильная 
накачка, излучение лазера обладает резко выраженной когерентно­
стью) аналогичен переходуиз неупорядоченной термодинамической фа­
зы в упорядоченную в случае фазовых переходов. Появление когереНт-----
ного состояния (формула (НО) ) в случае лазера с сильной накач­
кой сопровождается спонтанным нарушением симметрии относительно
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калибровочных преобразований. В области I  фаза поля неопределена 
и состояние лазера инвариантно относительно калибровочного преоб­
разования, изменяющего фазу. В области 3 из-за появления когерент­
ного состояния фаза поля становится наблюдаемой и состояние лазера 
не инвариантно относительно калибровочных преобразований. При этом 
распределение (109) согласуется такие с тем хорошо известным фак -  
том, что упорядоченная термодинамическая фаза мохет быть описана 
некоторым макроскопическим (классическим) параметром. Нарушенная 
симметрия восстанавливается флуктуапиями фазы, которые приводят к 
конечной ширине линии излучения лазера.
Аналогичная теория для лазера с - непрерывным набором мод была 
сформулирована в работе [40] (см.также обзор Хакена[41]).
В заключении отметим, что последовательная квантовая теория 
лазера была развита в работах Казанцева и Сурдутовича [42], в осно­
ве4 которой лежит изучение боголюбовской цепочки кинетических урав­
нений для первых основных функций распределения.
10е). Релаксация спиновых систем и модель Дйке 
✓ ,
Рассмотрим вначале нейтральную частипу со спином и магнит­
ным моментом JJ-o , находящуюся во внешнем однородном магнитном 
поде . Хорошо известно (см. § 6а, часть П), что такая сис­
тема имеет эквидистантных уровней Е и  м t L)-(M./j) |«|
и группа S U ( Z )  является её линейной динамической группой.
Эволюция такой системы, находящейся в контакте с терыостатом 
при температуре Т, описывается уравнением вида ( I I ) ,  где
л Л ? ы
[> ,си =  и  ,
Л л
-  генераторы группы S U ( 2 )  .
Уравнение для матрицы плотности спиновой подсистемы удобно 
записать в виде Л Л Л \
■»? П О  ?-2грУ,*р ^ - ) "
где ? = f ( 4 V > - M )  ,
Такое уравнение было получено в работе [ i l ]  . Б работах [16- 
21] (см.такие обсор А.М.Переломова [13^ ) при исследовании этого 
уравнения было использовано диагональное представление матрицы плот­
ности по спиновым когерентным состояниям I9, f >  , которые зада­
ются точкой сферы единичного радиуса.
В отличие от работ [ l6 -2 l] будем пользоваться спиновыми ко­
герентными состояниями, заданными точкой комплексной плоскости г  , 
а именно л
| z>= +  ,  Ю > з  (112)
Обе эти параметризации связаны стереографическим отображением 
г =  t f  §_ е~с*’ и,следовательно, эквивалентны.
Однако, параметризация (112) более удобна_в том отношении,что 
связанные с ней комплексные переменные Z и г  (в отличие от 9 
и ¥  ) симметрично входят в уравнение Фоккера-Планка (см.далее).
Это позволяет более отчетливо увидеть аналогию со случаем релакса­
ции осциллятора.Для уравнения Фоккера-Планка в переменных г  и г  
проще отыскивать обратный оператор Е в методе квазираяновесной 
функции распределения.
Итак, представим матрицу плотности.в диагональном виде
j 5(±) =  г |  ; (из)
j  и г * ) -  I h L .  где ajU (*  J — ~2тг7 (1 + ~ инвариантная мера на комплекс­
ной плоскости (относительно действия динамической группы SU{2)  ).
Для вывода уравнения, которому подчиняется контравариантный 
символ В ( z , В) , необходимо найти действие операторов 7+ на 
„проектор" / г > < 2 |
Используя формулу (112), находим, что _  л
5+|?><г1= expzZio><oiexpiJ- =
= (1+ н г Г а / ^ € ^ г Л / о х о | & х Рг 1 =  • ( ш )
- ( I  + 3 L )
\ г г  1+гг)
зе
л л
л.   2j л jt'J  У
1 |н><г| = (1+ H2 j" '  J_ е +/o><oj -e "=.
л __ _ *
= ^ + ^ f zJ e zJ+ ( £  -<2г£ -  г 27+) ю х о ie?J- -  
л =- ( - 2ZA ' +  ^  j  / ? > < ^  л _.Л (115)
53 | г > < * 1 = .  (•?+ г г Г ^ е 27+р з  + н Л ) / о Х о | е г
(116)
Учитывая свойство эрмитовооти проектора | г - > < 2 |  , легко
получить из (114)—(116) следующие равенства
| * W + = ( - S \ t  + 4 § ) , г7 < г |
|В Х * 1 ? -  =  ( я  + ^ 7 i ) ' ? > < f l '
=  ( s . V - z f e v D ' * * * 1-
(117)
(118)
г г  ( и з )
Задача 101. Подставив (113) в ( I I I )  и используя формулы (114— 
119), проверить, что функция ^■(^■6)= Е  ( ? ,± ) / ()ч- ? W ) Z 
удовлетворяет уравнению Фоккера-Планка
-  ^ { 2 f 4 ( / +0 - s - >  +  * 2 г ] г  +  ( * + 8 ) г * я  +
+ ^ {  ! « ? } / » £ / . (120)
Указание; Учесть (как и при выводе уравнения (60) граничное 
уоловие Р ( * ; * ) / ( 1 +  г г ; 2 ■ О ^
Бели в (120) выполнить замену переменных 2- = е ‘ Ш  ,  
I~= , то подучается уравнение, попноотью совпадающее о
выведенным в работе [19] (ом. также [7 ] , гд .8  и [13]).
Обоудим, далее, методы отыскания решений уравнения (120).
Б [17-20] предложен подход, использующий разложение по ефери- 
чеоким функциям , которые образуют полную и ортонорми-
рованную оиотему функций на единичной сфере S z .
В переменных г , г  сферические функции подчиняются уравне­
ниям
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Уг» (»,*) = « Y,„<MJ <ш)
—'Z У
Здесь ( 2 + г г ‘У йг 'г?  -  оператор Лаплас а-Бельтреми на сфе­
ре Sz  — i  (см.например [43]).
Решение уравнений (119),(120) еотеотвенно искать в виде
Y<w (?/?) =  R (1*12) ( ъ / * ) т/г, причем уравнение ддя R(lH 2) щнводаг- 
ся к гипергеометрическому уравнению.
В результате сферическая функпия выражается в сведущей форме
+  г  _  (122)
* f  ( - 1  + м  r l ;  i m + 1 ;  ~ г г ) ;
где нормировочная постоянная 
определяется из условия
Y,m ( М ) ^ Д )  =
Н* l f i i  г ; * )  =  1 + f t * +
-  гипергеометричеокая функция.
Другие (эквивалентные) выражения для сферической функции мож­
но получить из (121); воспользовавшись формулами Куммера для гипер- 
геометричеокой функпии.
Из (121), пояуНаем, например, что
Y.„c,r) = /F  . _
. У м М ) - Г # ; л ’
.— , 1 ,  (I22a)
w  / - , _ . / 3 T _ I *    Y  ( ? ? ) = - ! / I z U t l l L
\ 2 2 M  ' Я (-f+Z?;4-  ̂ '21 1 '  '  ^  ’
v .  < ■ ■ * > = .
*
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Явные формулы для этих сферических функций нам понадобятся в ,, 
дальнейшем.
Вначале кратко обсудим, следуя [ l3 ,2 4 j, задачу отыскания яв­
ного вида контрвариантного символа оператора F , действующего в 
неприводимом представлении &  группы SU(z)  .
Цусть оператор F задан диагональным представлением по спи­
новым когерентным состояниям, то есть
F ~  f d / О О  Р р ( * , Ю  1 * > < * 1  (123)
функцию Pp(2j?J разложим в ряд по оферическим функциям
(124)
Тогда нахождение -Рр(г /^) сводится к отысканию коэффициентов 
С(т . Рассмотрим оператор вида
/*><*-!• ' (125)
Разлагая в (125) когерентные состояния по векторам 1 } / у У  
собственным для операторов 7 г ; 7} ,  получаем
£ „ =  (126)
где
% / < = f a ) '  / № / ) !  ( ь , ) !  ^  ^  * Ь
j j / !
Jt/* 5-jVy*'. w  _  (127)
(г)
Интеграл в (127) выражаетоя через произведение двух коэффи­
циентов Клебша-Гордона и его вычисление дает [44J
=  < } ' S>£ , m l } , f y i\ } ) - j j J - / D! } r j y  (128)
Последний коэффициент Клебша-Гордона в едном виде равен
< j r J ; t , o l j r j >  =  [ > И -
#39
j l m
поэтому jtji»1 — О } если t  >  2-j и в  формуле
(124) суммирование проводится по L от 0 до 2 /  .
Вернемся к задаче отыокания решений уравенния Фоккера-Пданка 
(120), описывающего релаксацию спина j- . Будем искать функцию 
в виде разложения по сферическим функциям
f  ( * , * , * )  =  I I  Ft J * )  (129)
1=0 M=-t
Подставив (129) и̂  (120) и воспользовавшись ортонормированностыо 
функций (г; 2) , получаем, что коэффициенты Fe^ f t j  удовлет­
воряют линейной системе зацепленных обыкновенных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами
= . L РСы1 ( i )   ̂ , (I3Q)
с—О-
Где —» Л  \J / д  a  J
l L  =  f r ^ y r
С
-  матричные элементы оператора L из правой части уравнения (120).
Если j  невелико, то решения системы (130) можно легко 
найти, воспользовавшись хорошо известными методами [45].
При этом, постоянные интегрирования должны определяться из 
начального условия _
=  f #  '
где -Р(г /2 / О) -  контрвариантный символ начальной матрицы плотно­
сти j>(-t=o) . Из (129) и (131) получаем, что
= j К М  <132)
Здесь
? :  О) -  Л  Q n
Таким образом, в рамках данного метода задача сводится к отыс-. 
канию контравариантного символа начальной матрашы плотности.
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Вела при t - О  спиновая система находилась в чистом коге­
рентном состоянии /?<..■> , т . е .  J ( ° ) =  / г о> < 2 0| , то форму­
лы (129)-(132) позволяют найти пропагатор уравнения Фоккера-Пданка 
(120). В самом деле, в этом случае
Р ( 2- , г  , t = o )  =  5 12)( г - г  „ ) ,  (133)
то есть начальное распределение задано -  функцией, для которой 
справедливо соотношение
( p L J Ig -  5 {г\ ? - г 0) П * , * )  = т ^ )
'  с +
Поэтому, для пропагатора , 0 )  получаем
K f a * A \ 2 . J - r ° )  =  £ ' Т
i=o (134)
где начальные коэффициенты F t  т (о)  имеют вид
F^yy, ( о )  — С1уп Y t n  Гг » / •
Задача 102. Показать, что в случае двухуровневой системы 
(спин у = / Д ) (  130) является системой четырех уравнений
F ° = 0 ,  /  \ с
F10 =  2 & [ > ? - $ )  Foo -  2 ( ^ + S ) F 10> ( I3 5 )
F i- i  . г  - ( Ч + Z )  F^-1 >
F u  ~  ~ ( t + s ) Fii , 
о решениями вида
f = ; . w = f » w .  ,,irlt
’(136)
и проверить, что функция
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  _  (h+ £ )~t
M l  z . J ; O T  =  £  +  |  Y „ ( V ; Y „  ( ? W  +
+  1  Y , „ ^ f > [ Y » ( . . A ) e-2,,*4 t + b |  Y „ . ( . . s . J d - ‘ - * * 11
+  #  Y H ( v J  Y , , - i  ( V o )  e ~ ^ i S ) *
-  пропагатор соответствующего уравнения Фоккера-Планка.
Заметим, что в формулах (136) исправлена ошибка, допущенная в 
работе (20).
Задача 103. Проверить, что в пределе при -£-»+«> (137) перехо­
дит в контравариантный символ Р матрвш плотнооти двухуровневой 
системы, находящейся в состоянии термодинамического равновесия с тер­
мостатом, имеющим температуру Т. Символ Р с использованием уг­
ловой параметризации равен [13]
Р , (Ю = oLj t  + -Мб
X
Бели начальная матрица плотнооти произвольна и ей отвечает кон­
травариантный символ Р0 (г, ¥ )  , то решение уравнения (120)
, /(2,2;*)= Р ( г , ¥ ' , - ь ) / ( 1 + г г ) 1 ;
t )  = г. 'Л*г. (138)
При этом, изменение во времени вероятности нахождения спина в 
соотоянии с фиксированной проекцией дается формулой'
/ ^ ( г ) Р ( 2 Д Р ) / < г ^ » |г Ц39)
Задача 104. Вычиолить вероятность нахождения спина 1/2 в сос­
тоянии Ц  > i y  , если в начальный момент времени (до приведения 
в контакт о термостатом) он находидоя в состоянии 1 i  - 4 ?
w jjW  * Ц 1 - £ f ) ( l -  < f ^ ' s ) f )
Задача 105. Рассмотреть релаксацию трехуровневой эквидистант­
ной системы ( J -  / )  и показать, что в этом случае (130) сводит­
ся к системе из девяти уравнений [46]
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F„ =  °
Я,о =  £ ( t - « F . ,  -  2 ( u s ) f K
F20 = 21/7?( *?-5) F10 - 6 f^+5j F20 ;
F|-i -  ~ ( l + s ) F1-1 -  (i.- ,
Fw = 3 ^ U ~ S j F f - i  -  S l l * * ) ^ ,  (U 0)
F11 =  U + S ) Fn  + v f  ( * ~ s ) F21 ;
p 21 = 3 i /5 (^ -S )F t1 -  S ' (  i  + S)  FZ1 ;
F2-Z = -  ■2('? + 5') F2. 2 ,
F22 ■= - 2 ( U ^ F z2 .
Найти пропагатор соответствующего уравнения Фоккера-Планка 
и вычислить вероятность нахождения спина в соотоянии /•/,•/> , если 
при £=о он находился в соотоянии / 7 , - 0  .
Видно, что с ростом J- число уравнений для коэффициентов 
Fe„ l±) резко увеличивается и этот метод нахождения решений пере­
стает быть эффективным.
Интересно, что уравнение ( I I I )  помимо релаксации спина в маг­
нитном поле описывает также релаксацию в системе N  одинаковых 
двухуровневых молекул, которые находятся в области с линейными раз­
мерами, много меньшими длины волны А резонансного перехода меж-„ 
ду уровнями (задача Дике) .
Р.Дике еще в 1954 году показал, что при этих условиях может 
возникнуть спонтанное кооперативное излучение (оверхизлучение) , 
появляющееся за  счет согласования фаз молекулярных излучателей,ко­
торые обычно рассогласованы. В результате этого интенсивность сверх- 
излучения пропорциональна квадрату числа молекул. Воли раоотояние 
между молекулами / ^ £- -  ^у / «  А и если пренебречь поперечной ре- 
лакоапией, то полный энергетический опин 7  (см.§ 6в часть П и
пит.литер.) сохраняется в процессе релаксации. Другими словами, 
состояния с ряаяими J  раопадахгоя независимо, каждое со своим 
характерным временем.
Обсудим, ояедуи главным образ«1 работе [ i l j , форму контура 
излучения ансамбля двухуровневых молекул (при температуре термо­
стата Т = 0 , поэтому в ( I I I )  <>/> =  £■= 0 ,  ) .
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Из гамильтониана (10) взаимодействия эквидистантной системы 
со спином J  с осцилляторами поля (термостатом) следует уравне­
ние движения для операторов поля
* а л
К  -  ~  ‘ вк -  L f  к J -  . "  / чк К I у ( ш )
решение которого можно записать в виде
В „ М  =  е '""1 B K ( o J  -  .7, / CI42)
Здесь и далее J3 , > У -  -  операторы энергетического спина.
Пусть при i ^ o  электромагнитное поле находилось в вакуум­
ном состоянии. Тогда среднее чиоло квантов в к -ой моде в момент 
времени i 0 д
< x / g > -  < в * м
0 0 (143)
При i a~~* °° подучаем формулу для спектральной плотности
■ у ц ) * *  Re p * p r e ‘"T< 5+ ( t « ) i / t ; > .  ц44)
Коррепяшовная «ушши <  X  /*< Ч 5. W >  определяет­
ся кинетическим уравнением ( I I I ) .
Задача 106. Пусть при i  = o оиотема находилась в состоянии
о фиксированной’ проекпией энергетического спина М , т . е .  J 3 Ю) =
( Ж  J, М|. Показать, что в этом случае нормированная спектраль­
ная плотнооть излучения 9 ^  (а)) равна [И ,5 ]
9 ^ ( и ) = Л 1 у-' f  (л-м)! ( J-W0!
Щ З *МЛ - 1  ( ! ' » ) ' ■  ( 3 + » 0 !  (145)
• Re [ П / 1 / [  1(1+1) -иг .
Здеоь и>0 = л ЕД (Г -  конотанта затухания в уравнении
< ш > ' = 1
—
Указание: При получении (145) можно действовать аналогично 
выводу формулы (85) для контура излучения орпидлотора из § Юв, 
записав уравнения движения для операторов , J+ , J -  и полевых 
операторов Вк , В* , одедупцих из полного гамильтониана „молекула
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* поле"(ом.также [47]).
Еояи М = -  1  + 1 , то излучается только один квант и фор­
ма линии является лоренловой
п ^ ((j) = Л  —__ -___
Т  1 +  ( u - u r f / J 1 ?*
причем ширина линии в J  раз превооходит ширину Y  излучения 
одной молекулы. При М rS > -J + 2  возникает интерференция квантов, 
излучаемых при каскадных переходах между эквидистантными уровнями, 
из-за чего форма линии перестает быть лоренловой.
В предельном случае J »  1 формулу (145) можно записать в ви-
' e t i  ( „ * . ) = I
Экл *">) 2ТГ 1 К c l r - X ^ V  ' >
х = J L  , ( /=  .
1  ■ 1 -Г
Именно к этой' формуле приводит расчет по полуклассической теории 
[5]. Если в качестве меры ширины линии взять величину А
, , _  У _  1 +
Я  $ ка ^0' Х') 2(«асй'и /а+п .) /г )г ’ (146^
то можно увидеть, что с ростом Х0 = М /1 ширина линии уменьшает­
ся. Этим сиогема двухуровневых молекул отличается от осциллятора, 
где ширина линии излучения не завиоит от начального состояния.
Причину такого поведения можно понять, если записать ширину 
линии при излучении эквидистантной системы из начального уровня 
И 0 »  1 в квазиклаосическом приближении
А  («„) ^  М -  I J  (147)
Л ' о
здесь -  матричный элемент ^онинакщего лестничного one-
ратора. В случае осциллятора. < *-< / А_ | /1> ~  уТГ  ̂ и ширина не 
зависит от Но , а для спиновой системы | А_ |j,«> ~г\Щ 7 ф '
откуда и получается выражение (146) (см.также [48]).
В статье [il] рассмотрена также релаксация в системе двухуров- 
левых молекул, размеры которой превышают длину волны X  .
Л.А.Шелепиным и сотрудниками в работах [49] проведено изуче­
ние релаксации в модели Дике с учетом упругих и неупругих столкно-
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вений излучателей, а также релаксация в присутствии резонансного 
электромагнитного (классического) поля.
10к). Сингулярный осциллятор в термостате и уравнение 
Фоккера-Планка на плоскости Лобачевского
Покажем здесь, что при описании релаксации квантовой системы 
с ^динамичеокой группой SUW) такие оказывается полезным метод 
уравнения Фоккера-Планка.
В качестве конкретной сиотемы, имеющей динамическую группу 
SUlbV будем рассматривать сингулярный оошллятор -  задачу о дви­
жении частипы в потенциале V (x ) = л
Хорошо известно [50] (см.также часть I  § 4в), что операторы К+~ 
1($Л г -  а +&+) , ( й , $ + л-  обйчные оператор!
рождения и уничтожения) вместе с оператором К0=- ̂  И = ̂  Рг+ ^ Л г+ l:^j 
обязуют базис унитарного неприводимого представления т /  группы * 
SU(1,1) , где А =  £  + + b z .
Релаксация сингулярного осциллятора подчиняется операторному 
уравнению ( I I ) ,  в котором оператор А+ заменяется на К+ , а 4 
на j(_ , являющиеся повышающим и понижающим операторами соответ­
ственно.
Для вывода уравнения Фоккера-Планка кратко напомним (см.часть
I ) ,  что когерентные оостояния на группе SU(1,1) в случае унитар -  
ных представлений дискретной серии Т+̂  определяются формулой
/ $ >  = 0 “ l~5ll ) k /0> '  (148)
Л
Здесь Ю> -  "вакуумный" вектор, причем K,lo>=0 ) K0io'y~̂ lGy/ 
< 0 1 0> -  1 , X  -  точка единичного круга на комплекс­
ной плоскости (/Я< 1) .
Как и в задаче о релаксации спина будем рассматривать - такой 
класс смешанных состояний, что для матрицы плотности справедливо 
Р -  представление
З Д  = J <  (149)
-  инвариантная норми­
рованная мера на плоскости Лобачевского.
Из явного вида когерентных состояний (148) можно получить со­
отношения
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к > х я  = ( h *  
к .  r b o i  =
15><5 I K+ = ( K j } > < i \ ) + j
15ХЯ i<- = ( K+ /*хл)
+. (150)
(Выкладки, которые здесь нужно провести,аналогичны формулам (114)- 
(116) для спиновых когерентных оостояний).
* Подставляя (149) в ( I I )  и испольэуя формулы (150), получаем 
после интегрирования по частям, дифференциальное уравнение в част -  
ных производных для функции Р (  $/ J j  i j
У р  =  Т  ~  2  (151)
а Г2 ^  -  2-к гД  -  и  F -  + Ш ± ! Л рП 25 5 i f i f  * &  У 2 *  ^  ^  V  JJr -
При получении этого уравнения на функцию Р(*/У;^ )  наложе­
но граничное условие P($lTJt ) / ( t - i T ) z  -> о при I H- *  1-
Бели в (150) сделать подстановку
P ( S j j t )  = .  ( / -  * ? ) *  >*)• ' (152)
то для функции 4  ( M i  получается уравнение Фоккера-Планка,
аналогичное уравнению (120) в случае спиновых систем.
Бели температура термостата Т = 0 , то из (151) можно получить 
уравнение Фоккера-Планка для функции 'Х • PC*Л )  , сделав под­
становку е ‘‘ 25 £/) У/2. и предположив, что начальное рас­
пределение квазивероятности не зависит от угла Ф
& ( Я х ф , Ц )  =  М ( & а }  ~  Ь  t i l ) s i x  P ( * S ) ] ~
} - F M ] ,  (153)
Первое слагаемое в правой части уравнения (153) описывает 
сдвиг пахета квазивероятности как целого по плоскости Лобачевского, 
а второе слагаемое -  расплывание (диффузию) пакета. Таким образом, 
квантовый процесс релаксации и в этой задаче удается опиоать клас­
сическим уравнением Фоккера-Планка.
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Интересно, что (153) связано аналитическим продопленяем пб уг­
лу У и квантовому числу А , нумерующему представления, с анало­
гичным уравнением для одиновых систем, которое изучалось в работах 
[13, 16-21]. Уравнение для функции У (Г,У,-t] из (152) подобным
кё образом связано с уравнением ( 120).
Последнее обстоятельство наводит на мысль о том, что для полу­
чения решений уравнения (151) можно воспользоваться аналитическим 
продолжением решений уравнения Фоккера-Планка для спиновой системы 
(120). Реализация этой программы затруднена тем, что решения уравне­
ния (120) не были получены в общем виде для произвольного спина
В принципе, контравариантный символ можно искать в виде разло­
жения по собственным функциям оператора Лалласа-Бельтрами на плос­
кости Лобачевского
Г — 1 зд  =. [1- У У J ■
Теория таких собственных функций изложена в работах [51-54]. 
Наиболее интереоной здесь является возможность применения собствен­
ных функций в виде обобщенных "плоских" волн, изученных С.Хелгасоноы 
[52], которые аналогично обычным плоским волнам постоянны на орицик­
лах плоскости Лобачевского. (В общем случае пространства Лобачевско­
го орисферы являются обобщениями гиперплоскостей). Мы, однако, не 
будем рассматривать здесь этот круг задач.
В заключение кратко остановимся на вопросе о ширине контура ли­
нии излучения сингулярного осциллятора.
Задача 107. В начальный момент времени сингулярный осциллятор 
находился в чистом состоянии j> (°) = / А , п > <  А, »!
( К * Ц ,п > =  ; К, )■
Показать, что в этом олучае нормированная спектральная плот -  
ность излучения равна
Г( гА+п+1) -"' !
r (U + n '+ i)n !  (154)£ * ” Ь -V - -
* Re П  ( A ( A - - i ) - г -  + 1 ( < - > - и 0 ) / ? )  J .
т=е‘
Вычислить в квазиклаосическом приближении (по формуле (147) 
ширину линии и показать, что о ростом ГЬ ширина увеличива­
ется.
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§ И .  ГРУППЫ Ж  й ИНТЕГРАЛЫ ПО ТРАЕКТОРИЯМ
В последнее время подход, основанннй на формулировке квантовой 
теории с помощью фейнмановоких интеградов по траекториям ( конти­
нуальных интегралов), широко применяется в квантово-полевых теори­
ях элементарных частил, для описания многочаотичннх систем, что при­
вело к существенному прогрессу в аппарате теоретической физики [55 
-  5в). Метод интеградов по траекториям является интуитивна нагляД -  
ным и универсальным. С его помощью легко записываются рчттн теории 
возмущений, находятся квазикяаооичеокие асимптотики, а также полу­
чаются важные результаты, справедливые за  пределами применимости 
теории возмущений [58].
В настоящем параграфе мы продолжим, основываясь,главным обра­
зом, на работах [59-64], начатое в § 9 части П исследование модель­
ных квантовых систем, гамильтониан которых представлен в виде функ- 
пии генераторов динамической группы G  • Роль теории групп со­
стоит здесь в том, что на основе известной динамической группы га­
мильтониана, можно построить базис когерентных состояний [13]и рас­
сматривать однородное пространство G0\G- (точки которого нумеру­
ют. когерентные состояния) в качестве фазового проотранства класси­
ческого аналога квантовой задачи. Тем самым здесь естественно воз­
никают обобщения так называемых гамильтоновых континуальных интег­
ралов на случай квантования фазовых проотравотв с кривизной, а более 
точно, симплектических многообразий г  многообразий Езлёра. Данный 
подход лежит в русле традиционных методов в теории континуальных 
интегралов. Его отличие от прежних работ заключается в том, что 
фейнмановский пропагатор ищется в представлении когерентных состоя­
ний на группе динамической симметрии, что расширяет возможность при­
менения техники интегрирования по траекториям, а в. ряде случае» по­
зволяет вычислить точный пропагатор.
Заметим также, что в идейном (но не в техническом!) отношении 
этот подход близок методу геометрического квантования (ом. в этой 
связи работы [бб]).
М.С.Маринов и М.В.Терентьев [бб] построили континуальные ин­
тегралы на компактных простых группах Ли и сферах произвольной раз­
мерности, но в отличие от [56-63] ими изучалась квантовая динамика 
в том случае, когда "гамильтонианом" является инвариантный оператор 
ЛаплаовнБельтрами (оператор Казимира второго порядка), и нсподьзо-
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вались лаграажевые метода.
Гораздо более радикальное применение теоретико-групповых ме­
тодов при конструировании интегралов по траекториям развито в ра­
ботах М.Б.Менского. Км, в частности, было найдено, что известный 
весовой множитель exp S )  (где $  -  клаооичеокое действие^ 
присутствущий в фейнмановском интеграле, однозначно определяет­
ся требованием инвариантности относительно так называемой полугруп­
пы траекторий. В формализме Менового полугруппа траекторий позволя­
ет вывести из групповых соображений не только кинематику, но и ди­
намику частил во внешних полях.
С этим очень интересным и перспективным направлением читатель 
может познакомитьоя по работам [66-68].
П а ) .  Голоморфное представление когерентных состояний, 
ковариантные символы и фейнмановский пропагатор
При построении интегралов по траекториям мы будем следовать 
Ф.А.Березину [?о], который показал, что наиболее последовательным 
методом введения интеграла по траекториям является запись свертки 
N символов (см.далее) оператора эволюции на иафинитезимальный ин­
тервал времени и понимание континуального интеграла как некото­
рого предела этого многократного интеграла (см.также [57]).При этом 
используемый род символов зависит от способа квантования и определя­
ет то, как надо выполнять предельный переход. Одновременно в [70]бн- 
ло выяснено, что -континуальный интеграл сосредоточен на разрывных 
траекториях, которые не определены однозначно и также в конечном 
счете зависят от квантования. Ф.А.Березиным в [70] рассматривались 
лишь континуальные'интегралы для простейших квантовых задач, в кото­
рых появляется обычное пяоокое фазовое пространство (т .е .  исполь-- 
зозалаоь динамическая группа Гайзенберга-Вейля V (и )  ) .  Однако 
этот метод допускает естественное обобщение на общий случай произ­
вольной динамической группы G [б2] (при некоторых ограничениях, 
которые будут изложены ниже).
Будем изучать динамику квантовой системы, гамильтониан которой 
имеет реализацию следующего вида
*■ Л , А а *• \
Н = /  ( )  1 I ' "  > г '  ' ^
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т .е .  является операторнозначной функцией генераторов алгебры Ли 
группы динамической симметрии, G
Здесь [ Л К / А С ] =  i  С £  А „  } СК1 -  структурные пос­
тоянные группы & _ . Далее мы увидим, что существует достаточ­
но широкий класс нетривиальных физических задач, для которых спра­
ведливо представление (I )  по крайней мере в качестве разумного 
приближения, д л
Еудем предполагать, что генераторы реализуют непри-
в'одимое представление алгебры Ли группы & . В  этом случае гиль­
бертово пространство Л состояний квантовой системы может быть 
естественно отождествлено с пространством унитарного неприводимого
представления 'G( f )  динамической группы & . Поэтому можно
построить систему когерентных состояний [13,71].
В > = Т ( Ы / ° > ’ ‘ (2)
где -  точка однородаого. проотраногва &Л(г (представитель 
правого класса смежностей группы G- по подгруппе G0 ) .  G0CG 
-  стационарная подгруппа вектора , т .е .
Т (#»)/о > = с 'Ы(М  Ю У , G -* R . Вектор /0 >  удобно выбрать
так, чтобы Go была наибольшей. Если, например G- компактная 
полупростая группа, то /о >  -  вектор доминантного Сстаршего) ве­
са [72].
Мы ограничимся здесь тем случаем, когда модельный гамильтони­
ан имеет только дискретный спектр, т .е .  будем рассматривать случай 
только квадратично интегрируемых .когерентных состояний.
Пусть, далее, представление T(f-) такое, что для когерент­
ных состояний выполняется условие полноты
j  c i / i t )  n x s i  =  i  , - / / ( * • £ ) =  <3>
Фактор-проотранотво X * G . \ G -  может быть наделено одно -  
родной комплексной структурой, т .е .  можно ввести локальные комплек­
сные координаты f  = г  = С* /■■■>*■)'
(ом. [64,73,74]).
Покажем то, как проводится комплексификаыия в чаотном случае 
однородного пространства компактной вещественной полупростой груп­
пы Ли G  . ПУ°ть G её алгебра Ли. Рассмотрим комплексную
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оболочку этой аягебрн-комплексную полупростую алгебру и , 
соответствующую группу С с (т .е .  G -  вещественная компактная 
форма группы G c ) .  Стандартная форма кошуташонных соотношений 
для ff-c имеет вид [75]
[ A , £ J  = ,
[ e A ) e ^ ] =
где генераторов , образуют максимальную абелеву подалгеб­
р у  А . и п генераторов Еи и являются, соответственно, 
повышающими и понижающими операторами. '
Некоторое неприводимое представление задается состоянием 
, т ^ о  гакоимадьшш весом
H { I » W > =  - j  '*
Е<* I м  «лх "7 ~  0 J ы. = 1 ,  ■■■, п -
Элементы комплексной полупроотой группы £ С допуокают разложение 
Гаусса
> ■ .
г д е  ’
= Ж  f  I .
>
g + e £ +с „  J . 6  G.c , ^ - e G.c . £ с
Из коммутационных соотношений можно увидеть, .что £ 0 и G- 
порождают полупрямое произведение -  группу К с с инвариантной 
подгруппой, изоморфной G_ . Отовда ясно, что С+ находится во 
взаимнооднозначном соответствии о фактор-пространством Кс \ 0  ■ 
где /<с -  (г.е С.е .
Мы здесь интересуемся вещественной компактной группой (г с  Ь ■ 
Подгруппы С-+ и 6_ не принадлежат £  . Подгруппа С / рас­
падается на группы : £0С£ и на вторую подгруппу С/ ,  элементы
которой образуют фактор-пространство Go \  £„•
Фактор-пространство £0\G  может быть параметризовано элемен­
тами <J+ е  G+c •
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В самом деле, запишем для V $  е  G °  разложение
■ • ? =  ,9* *  , $ ■  * £  ,  $ /* < * ■
Видно, что фактор-пространотво (га \С  параметризуется произ­
ведением 9+ 9-° • После ограничения Q c до G видно, что
существуют соотношения связи между этими тремя множителями в ре­
зультате чего произведение зависит только от 2>ь вещественных 
параметров и нужно показать, что эти 2 /-и параметров связаны с ве­
щественными и мнимыми частями п  комплексных переменных У* 
Сравнивая, далее, разложение в окрестности единицы со
стандартной формой элемента фактор-пространства ^  в  G0 \ G
получаем, что фактор-пространство К \  С-с — G0 \G -.
Откуда —  г = (г*, --  - , г ”) -  локальные комплексные коор­
динаты на X .. • •
В случае некомпактной группы С  ситуация другая [73].
После введения на X  комплексных координат когерентные со­
стояния 1$У будем нумеровать комплексными числами г  , т ,е .
Ю  = /£ (** ■•■•>2"£>причем /0>  , т .к .  точке G a
фактор-пространства <?„\G стави т^  в соответствие ? = (О, -,о).
Пространство состояний / f  можно реализовать в виде гильбертова 
пространства голоморфных функций на X  с  €„ , причем окалярное 
произведение имеет вид
< Ш >  =  I  % & % ( * )  b x p L - f & ' V j & f a V -  (4)
К
Здесь вектору Н У ^ л  поставлена в соответствие голоморфная
, =  „ ,  , . | =  < ± Г Г >
< г / о >  < o l f ( j ; ' ) | 0 >  ' (5)
a dJi (2 ,1) -  инвариантнаямера на X  с  £  * , нормированная
условием
При выводе формулы (5) принципиально важно выполнение условий
(3 ).
Проотранотво J4 со окалярным произведением (4) является обоб­
щением хорошо известного пространства Еаргмана-Сударшаиа, свяэанно-
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го о когерентными состояниями Глаубера для группы Гайзенберга-Вей- 
яя W(u)r[76 , 77] . Впервые оно фактически было введено еще В.В.Фо­
ком [78], который нашел реализацию бозонных операторов рождения и 
уничтожения о ,a f  ([3,й+><]в виде а+~ 2 , а  = W/e/г
Задача 108. Используя явный вид когерентный состояний /г> для. 
групп V ('t)  j S U ( 2 ) и SU(1i 'I) t показать что:
1) в случае W t)  гильбертово пространство представления 
индетифипируется с множеством 'голоморфных пелых функций на компле­
ксной плоскости, со окалярным произведением
< % 1 4 { у  =  f ^ (*)
£ L
и проверить, что по отношению к этому скалярному произведению one- 
раторы а += z 1 а= A H i  эрмитово сопряжены друг другу.
2) в случае S ll(2 )  пространство представления %)J ( j  -  
спин) -  с множеством полиномов по 2 степени не выше 2 j , причем
=  « « « а д
^  -г-/?3) Гильбертовы пространства представлений дискретной серии 1+
группы с ( - / - z l j - * -  ограниченными голоморфными
функциями в круге единичного радиуса { l?l< 1 }  , для которых ока-
" 4 “ “ 5 “ ° щ й * *  г * ) 2* - 2 «  и а д
Задача 109. Проверить, что требование унитарности представле­
ния t ( j )  по  ̂отношению к скалярному произведению (4) приводит -к 
тому, что Т  ffj действует на функцию по формуле
( f  ( } ' ) V )  (г )  =
гле 6 (  $'> ^ ^  t o y "—~ “ голо“° Й аа D0 г  ■
Введем функцию ! < ( г ; й/) =  < ? i w > / <г | 0^><01^>  ̂
которая голоморфна по ^  , антигодоморфна по [79] и выполня­
ет в гильбертовом пространстве /f роль 5" -  функции, т .е .  для 
любой голоморфной функции У [ г ) справедливо соотношение




К (*, w) является воспроизводящимся ядром [13,71,79̂ . Очевидно 
также, что К (г , г J =
Каждому оператору £ , определенному в пространстве векто­
ров состояния поставим в соответствии ковариантный символ 
При этом __
( р Г ) ( г )  =  1 Т № )  (8)
где ¥ ( * , * > = Л Л ^
Задача 110. Доказать, что еоли F  =  ^  ^  , то
? (* ,! )=  ' щ Щ ]  ,0 ' (и‘ *>- <9)
X
Л
Коли модельный гамильтониан Н имеет вид полиномиальной 
операторнозначной функции ( I ) ,  то нахождение ковариантного символа 
(г ,? )  сводится к вычислению матричных элементов генераторов 
представления А ; , , А г между когерентными состояниями.
Формула (9) является основной для построения фейнмавовского 
пропагатора в виде интеграла по траекториям для квантовых систем с 
гамильтонианами ( I ) .
Как хорошо известно [2] , формальный оператор эволюши можно 
записать в виде упорядоченной по Дайсону экспоненты
ш * л )  = т ;  T)Jx^
(В общем случае гамильтониан может явно зависеть от времени).
Если i =  t , + Ь t  , где, , то
Л. , л
U ( i o + * i , b )  ~  1  >i с о
откуда о учетом'малости д т  легко получить, что ковариантный 
символ оператора U (4,+а4 , ^о) имеет простой вид
%  ( 1  i s *  ,* .)  =  e * p f  i -  /  # f a Z l T ) J r ] t  (ю )— ^  
где (г,г IT) _ ковариантный оимвол гамиль|ониана.
Для отыскания символа оператора эволшши разобьем
отрезок С* 0  1 * 2  на М участков Д+ = (£-Ь)/и>  и попользуем груп­
повое овойство оператора эволюции (метод Швебера)
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Ш * Л ) =  ‘ ■■ Ь К + и Ъ ),  ( п )
^  ; * и = *  ,
Задача I I I , Сопоставляя каждому оператору U (^К) t*-i) ковариант- 
ный символ ввда (10) и многократно пользуясь формулой (9) ,  показать,,,
ЧТО ,
с1Х(п)Ь , г \ ь ^ , и ) =  J ■ j e * p [ j 0  /7  J jt  f a ,  I K); (I2)
= J- I  21 [ b  К (гк-11 ) ~ z  ^  K(2k.,,  h -l)~2  &/Ф*л)]+
+ { I  К fa, г.) - K'(*•&)} ~ ^ 1'Г̂ Г цз)
■
Из интуитивных соображений ясно, что формула (12) тем точнее 
аппроксимирует фейнмановский пропагатор, чем больше число разбие­
ний т  отрезка . Пусть 2 = ?  Ч )  _- дифференшруе-
чый путь, такой, что ?к  = ' % ( £ < ) ,  2 / 2 J  =  2 , Z - ( i m s t )  =  £  . 
Сделаем в (12) подстановку -г / f j  = ? ( t K- i ) +  Д2КЧ . Разлагая 
слагаемые в первой сумме из (13) в ряд по степеням Д 2*-/ и 
удерживая члены только первого порядка малости, совершим форыаль -  
ннй предельный переход м —» *■ , д 2 —> 0 . в  итоге получаем
выражение для символа оператора эволюции виде интеграла по траек­
ториям на.однородном пространстве X
У . { ^ , г  It,-to) =  $ )  ,?[?)) t (I4)
где функция действия x? приведена к виду
£  =  [ % J V * Л(Т) -  % ( V 2 *<?)] -
10 ° 1 ^ L _  ь  *  р к ( м , т )  . а з )
"  У 2 ( ? ( Т )  > ^ ( T + o ) l v ) j d r  +  z i  к ( i f a ) , ? / * . ) )
Мы ввели в (15) обозначения _
«У -  i  2 .  Р  Х Ы ъ )  %  =
- Я л  '  > * Х ^ г  . (16)
Б формуле (15) символ гамильтониана записан со сдвигом аргу­
мента, что отражает способ задания символа в«допредельном выраже­
56
нии и то, что интеграл по траекториям (14) понимается как предел 
конечнокрагного интеграла (12) (см. в этой связи обзор Ф.А.Берези- 
на [?о]).
Конкретные примеры будут изучены ниже, а мы сейчас перейдем 
к обсуждению квазикдаосической асимптотики интеграла по траекто­
риям (14) и покажем, что она приводит к классической динамике в 
многообразиях Кэлера, которые дают важные примеры фазовых пространств 
классических систем [80,81].
116)..Квазикдаосическая асимптотика и многообразия Кэлера
В пределе при t  -» 0  доминирующий вклад в интеграл по тра­
екториям (14) дается теми п у т я м и . а фиксированными конпе- 
выми точками, для которых функционал действия- экстремален 
-  приближение стационарной фазы [81,82].
Нетрудно увидеть, что из условия £ $ = 0  , следует, что 
классическая траектория (траектории) должна подчиняться уравнениям 
движения
i ъ Ж ( ^ )  _  £  ¥
i  W  р  Ъ г + ' ь г *  ’
, f  i *  '  ( т7)
р ,
и удовлетворять граничным условиям Z /'iJ=  Н , ’Z f t ) -  2 .
Заметим, что в квазиклассйческом пределе (для гладкой класси­
ческой траектории) ( 2 (т )  -  y c f e f x ) , ? С Т ) )  , одна­
ко в общем случае учет сдвига аргумента в.символе гамильтониана яв­
ляется принципиально важным.
Покажем, что уравнения (17) являются каноническими (т .е . урав­
нениями типа уравнений Гамильтона [ в о ] ) .  Для этого введем на Х=(г0\С 
симпЧектическую структуру, определив дифференциальную I  -  форму
1 I  V  " Ж  t v \  К  f a  i )  , - r r s S
U = 2 5  ^  ^  !I8)
Задача 112. Доказать, что ( Р  является G  -  инвариантной 
формой, т .е .  сохраняется при преобразовании сдвига г -»  £  •§ ' ,  №  
т .е .  ft', ( J 2 =  и г , где cj% ^ г =  j - Z  W )
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Указание: Использовать формулу (6) и голоморфность функции
( Н е ­
согласно (18) G  -  инвариантная форма (J1 задает на X- C\G- 
кэлерову метрику. Напомним, что для того, чтобы 2. -  форма
н°1Л«/2'а была кэперовой, необходимо и достаточно[81,83], 
чтобы для эрмитовой матрицы ^ j  выполнялись условия
-Ъ<Ь^/ъ1 у  =  Ь * Г / >* * ■  (19)
В нашем случае ~  ^ L  K(z,z)fbz  ~Ьг? поэтому эрмитов ость
и' уоловия (19) выполнены автоматически.
Существование формы CJZ позволяет определить скобку Пуассо­
на двух функций на X
, ( 20)5 tji, Э Zji 9
где [ f U^ )  -  матрица, обратная матрице ( $ * /)  . т .е .  £
Задача И З . Проверить, что уравнения (17) в результате приво­
дятся к гамильтонову ВИДУ
(21)
В итоге мы приходим к следующему фундаментальному результату: 
однородное пространство G-0 \ &  (многообразие Кэлера X  ) ,  где С- 
-  динамичеокая группа квантового гамильтониана, является &  -  ин­
вариантной Гамильтоновой динамической оиотемой (классическим анало­
гом изучаемой квантовой задачи). При этом роль классических наблю­
даемых выполняют ковариантные символы квантовых операторов, дейст­
вующих в гильбертовом пространстве унитарного неприводимого предс­
тавления динамической группы G  . Из (21) видно, что функцией 
Гамильтона, определяющей клаосичеокие траектории, является символ 
гамильтониана .'
Интереоно, что в рамках излагаемого подхода классические ана­
логи появляются и у таких систем, которые традиционно считаются 
"истинно квантовыми” , например, у спиновых. Идея об использовании 
в квантовой механике фазового пространства кяаооичеокого аналога
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содержалась уже в теории непрерывных представлений Дд.Клаудера [84]-,- 
которкм бЧЩ по существу введены когерентные состояния для доста­
точно общего- случая групп Ли. v
Инг... 1ал по траекториям, определяемый формулами (1 4 ) ,(1 5 ) ,за­
даёт спосо.?. квантования классической динамической системы, эволюпия 
которой подчиняется уравнениям (21). При втом и квантовая и класси­
ческая системы имеют одну группу динамической симметрии G .только 
квантовая динамика связана с унитарным неприводимым представлением 
группы G , а классическая -  с потоками на многообразии X  , оп­
ределяемыми самой группой G- . Спектру унитарных неприводимых пред­
ставлений группы G отвечает набор квантовых систем, именцих один 
и гот ке классический аналог (неоднозначность квантования). Отметим, 
что в идейном отношении излагаемый подход близок методу геометриче­
ского квантования, развиваемого в работах Кириллова, 'Костанта и 
Симмса, Сурьо [81] .
-Если группа G является динамической группой с линейной реа­
лизацией, т . е .  гамильтониан есть линейная комбинация генераторов 
группы G  д * -
Н =  Х р  А« л ( I ' )
(см. § 5, части П), то оператор эвопюпии U (+~~£г) является опе­
ратором представления группы G ■ . В этом случае квазиклассика 
приводит к точному ответу в том смысле, что уравнения (21) совпада­
ют с точными уравнениями, определяющими эволюцию когерентного сос­
тояния на группе G , если искать решение временного уравнения 
Шредингера iкЪ Ю / i t  =  Н № ?  с гамильтонианом вида (I*) в 
виде / e~‘w W j>, где / 2 (tj'y  - к с  на группе Q  .
Это утверждение будет ниже проиллюстрировано конкретными при­
мерами.
Как известно из курса квантовой механики £х,2 ] в квазикдаоси­
ческом приближении дискретные уровни энергии в случае финитного од­
номерного движения определяются формулой Еора-Зоммёрфельда
. ф  Р - t y  = 27ft; , '  (22)
где М > о -  пелое число и интеграл берется по периоду движения 
(см.также [8 ] ) .
Выведем аналог формулы Бора-Зоммерфедьда для квантования клас­
сической динамики в многообразии Калера. Для этого вернемся к выра-
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жеаию (14) для ковариантного символа U (фейршвов-
%г>~ ”  ° ^
(2) к. . [81.83],
ского пропагатора в представлении когерентных состонет* топ,
G  ) и более детально рассмотрим приближение стадион, °v ' '
Функционал действия $  представим в виде гидр**?.
■ *.*>дS  =  Д \ ,  + х ? "
где $  к л. -  классическое действие, вычисленное вдоль1 
определяемой уравнениями (21),
_^i2) -  вторая вариация функционала действия
х ? '' =  I f f  Г  [а / « у *
t о [
- J / . - y ^ F V - ^ w r p ]  -  «*>
. + Л £ / П ' ]
/ /  З Ч Л М ) !  лх _  Ъ Ч М ^ ± 1  ,
2 = ̂ ка(г) * г-«цл (г).
М * } Ы =  Л ^ 1 Т > ■>
\ г  17 /т ) -  Г ± ^ М ) -  i l  У
(Ту1_ Д 1 /  2 У 4 -  3 z ' ? ^ лег).г=якд(т;
at ^  ®<
К л .
V «<( 7«< _  7 Р"* — V- — 2
Здесь введена вариация траектории 5 ~ г и  ;  ^  -  
В результате квазиклассический пропагатор приводится к виду
^ к С . к л  ~  ^  е?<|р ( *" ^ кл) * (25)
где Д  определено формулой ,
О/ - i/ К & М . Щ  ( е * р (  ^  0 )  /] е/^^л
и  » 1 Ш ( 1 . \ г Н . )  J 1 * Ч.< Г< е o/=i >
(Jyui j )  s r u f t  г*ЛГ*?*
Явный вид £( для нас пока не является важным.
Для вывода квазиклассического условия квантования будем следо­
вать работе Келлера [86], согласно которой квазиклассичеокая волно­
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вая функпия
=  AlK ‘i}  « *  [  t  s “  ( *'*) ]  3
'« ’ «о ов»* - ,T' = e * p { i [ S „
даёт способ аул .начной по отношению к аргументу X . Уоловие од- 
которой по,-.. %модит к ограничению на изменение фазы + £  д& Л 
ческая сис- д^одь замкнутой класонческой орбиты, что и дает успо- 
Е- л Бора-Зоммерфедьда.
киазивдасоичеокий символ оператора эволюции в виде
$ ке.кл [ $ к *  +  i ^
и вычислим изменение его фазы вдоль замкнутой классической орбиты Г 
Из (15) и (23) следует, что
а  =  ;*  i  Ф  & J * *  -  я .  Щ , (г?)
•<“» г
иди,о учетом теоремы Стокоа  (^3.801 и формулы (18)
е т )
2  s
где интеграл от Z  -формы U 1 вычисляется по поверхности £  .ох­
ваченной траекторией^ Г  •
Изменение hj* V. определяется (согласно Келлеру [86}) числом 
оингудярвоотей 2/ вдоль классической орбиты. При прохождении каж­
дой сингулярности (фокальной точки) L  V. изменяется на itr /i .Ес­
ли число фокальных точек равно V , то полное изменение 4, V  рав­
но tVTT/г  . Отевда, потребовав, чтобы V. «  ка< было однозначным 
(суммарная фаза может измениться на 2т\п ) ,  получаем
2 j 6J1 = (29)
где П = 0 , 1 , 2 , . . .  ■
Число ^  , фигурирующее в формуле (29), называют также [80]
индексом Маслова-Морса кривой Г  ва многообразии X
Формула (29) обобщает условие квантования Бора-Зоммерфедьда 
(22) на случай к даосической динамики о фазовым сроотродством, являю-\ 
щимся многообразием Кэлера. Более общее условие квантования симплек- 
тических многообразий получено в недавней работе М.В.Каршсева и
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B.MJfecnoBa [87], в случае многообразия Кэлера оно сводится к (29).
Отметим, что для компактной динамической группы С  "площадь" 
поверхности в (29) не может превосходить некоторой конечной велика­
ны, это приводит к ограничениям на изменение пелого чх^да и = 0,1,
. . . ,  N  (конечность дискретного спектра гамильтониана), ‘Последнее, 
естественно, согласуется с тем, что все унитарные неприводимые 
представления компактной группы G  конечномерны. '
Прежде чем завершить рассмотрение квазикпасоическ#го предела, 
отметим, что формуле (6),  которая определяет преобразования голо­
морфных функций при сдвиге можно придать квазикдаосический
вид; ^
( Т ( $ ' )  г )  (*)■ = F (?'>*)] >
где F ( $ ' / 2) = - i - - b  & ($ ' ,? )■
Задача 114. Проверить, что F ( } ' , ! )  является голоморфной про­
изводящей функцией (канонического) преобразования при сдвиге 2 -* 
представима в виде [74]
F ( f , * )  = F ( $ r O )  + f ( & ~  % * & )  ,
где = И  ~  %  -  г
и является аналогом обычной производящей функции F ~  j i p f y -  ?<JQ) 
для канонического преобразования ( P < i ) (9\<2).
Перейдем теперь к прложениям метода интегралов по траектори­
ям к описанию конкретных оиотем.
И в ) .  Группа Гайзенберга-Вейля и интеграл по траекториям 
. для бозонных систем
Задача представления фейнмановокого пропагатора в виде интегра­
ла по траекториям для бозонов является наиболее полно изученной [57, 
70,88,89] для интегралов, которые мы здесь обоуждаем. Поэтому огра­
ничимся приведением краткой оводки результатов, отоолав за подробно­
стями читателя ко второй главе монографии А.А.Славнова и Л.Д.Фадце- 
ева [57] и к обзору Ф. А. Березина [70]. -  '
Для оиотемн бозонов гамильтониан предотавляется в виде функции 
от операторов рождения и уничтожения, являющихся генераторами груп­
пы Гайзенберга-Вейля W{n)
[ & * , & ' ; ] =  ^ jb i  , (30)
0
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tv -  число степеней свободы.
Напомним, что глаубзровские когерентные состояния заданы фор-
мудой _ ' п  • А  Л  л
1 , 7 =  1 ',= « « p { z * 4 ) } j ° > ,  (31)
где / О/" -  вакуумный вектор (для последующих пелей мы поменяли мес­
тами г  и г  по сравнению с обычным определением, ср.§ Зв,части I ) .  
Отсюда легко находим ввд ядра Kl ^ , w)  = ejt.p(iw) (здесь 2 -w  -  
В этом случае из .(16) подучаем, что
) 2 *  ~  z
Ковариантный символ нормально упорядоченного оператора совпа­
дает с виковским символом [70].
Легко проверить, что символ оператора Я* равен Z * , а сим­
вол оператора » Z* . Скобка Пуассона здесь имеет вид
5 У1
по отношению к которой г* и i j ,  являются канонически сопряжен­
ными, т . е .  j .
Задавая гамильтониан бозонов в нормально упорядоченном диде 
приходим к известному выражению для ваковского символа оператора
ЭВО Ю Ш Ш  _  , 1
% ( г Д | 4 Л ) =  ■
• М .  *
Ь  ‘
Здесь выписан одномерный вариант, (многомерные обобщения очевидны).
Рассмотрим случай одномерного гармонического оспиллятора и вы­
числим ваковский символ оператора эволюции. Метод сталионарной фа­
зы приводит здесь к точному ответу.
Условие экстремума действия совпадает о классическими уравнени­
ями движения _j_ _
z.+  f и г  =0  , * ^  - °  (33)
? (и )=  ъ  *
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_ Задача 115. Показать, что уравнения (33) совпадают с уравнени­
ями, определяющими эволилию глауберовеких ко.
Решение уравнений (33) находится элементарно
ч ~ i u ( v - i t )  _  — iUfC-t)
2 (rj'= г e , 2 (rj= z € .
Откуда находим ваковский символ оператора вволюпии Щ )  =
= exp[ - 1 U i &+а ] . в ниде 1 ( { ъ ,ъ I t , i 0)  =• e x p f z f  £“ .
Задача 116. Найти виховокий символ оператора вволюпии: а)кван- 
тового осшллятора, взаимодействующего о внешней классической оилой; 
б) осшллятора с параметрически изменяющейся частотой; в) системы 
связанных оспияляторов.
Указание: Учесть, что во всех втих олучаях интеграл по траекто­
риям для оимвола оператора вволюпии имеет гауссов вид, поэтому мож­
но использовать приближение стационарной фазы.
В случае оиотемн фермионов развиты [57,58,70,77] аналогичные 
методы, использующие "фермионнне" когерентные оостояиия, однако со­
ответствующие комплексные переменные 2 *  , должны считаться ан- 
тикошутирувщими (более точно, образующими алгебры Граоомана).
Как мы увидим ниже, еохи для оиотемн фермионов извеотна динами­
ческая группа, то ооглаоно развиваемому здесь подходу, можно постро­
ить континуальный интеграл, не прибегая в антикошутирующим перемен­
ным.
§ И г ) .  Интеграл по траекториям в представлении когерентных 
состояний группы S U ( 2.)
Будем рассматривать задачу об отыскании фейнмановского пропага- 
тора для квантовой спиновой системы о гамильтонианом
Н ~  ' f  { ^ 1  ) ^2 Д . )  у где %  -  генераторы неприво­
димого представления Ъ* группы ,
Напомним, лто спиновое когерентное оостояние имеет вид
|2>= exp(JC/+ - j i - )  l j r j >  =
=: { 1 +  г  Г ) " '  e / p ( ? j +) l J r j ?  > (34)
   > z "  / i f t y 1*1 '
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Выполняется соотношение полноты 
( / _ . т  I , е/гАи/z-
С
и скалярное произведение двух спиновых кс равно
<*|v/> = [(1+ гг^н-
Отсюда легко находим воспроизводящее ядро
К ( * , * )  =
и g  j  г / ^ - f  н г  .) / % =* }  ^ / ( 1 + 2 •
(35)





Здесь формуш (36),(37) отличаются от аналогичных из работ [б6] 
тем, что действие $  в (36) содержит дополнительное (последнее) 
слагаемое и символ гамильтониана задан со одвигбм аргумента.
Бели ограничится случаем полиномиальной завивисимооти гамильто­
ниана от генераторов группы S U (1) , то вычисление символа (?,?,) 
сведется к расчету матрганых элементов степеней и произведений гене­
раторов ^  , 3 + ,  5 - .
Задача 117. Проверить следующие соотношения
< г 1 Х | н ?  =. 2 ]  * / ( 1 +  г ? )  ,
< ? !  X l 2 > -  2J * /  (1 + г Ю ,
< г / 5 3 w y - K - J  (1~-*V/(1+ & )>  ■ (37)
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< 2 1 1 г >  -  2 j ( J j - t ) [ ? / ,
< г |  5 * [ г >  =  V  (*/-«>£ ? / ( * + * * ) . ! * ,
<2 11  J+ |2> = i j { 2 j ^ - b l ) / ( l + g ^ ) j  
<2|7+J _ | 0 ^ . 2 j ( Z j  + * * ) z ? / ( l +  г г ) 2;
< * i £  12 >  = L j 4 i - з * / +  - V г г ? ^
Остановимся вначале на классических уравнениях движения, опре­
деляющих квазиклассическую-асимптотику интеграла (36). Зная вид 
воспроизводящего ядра K { z , w )  (формула (35).), находим,что однород­
ное пространство U(1) \SU(2)  «  £ , точки которого нуме­
руют спиновые кс, является пространством Кэлера с 2 -  формой
CJl = < Л г Л Л ъ  .
(1+ г ? /
Скобка Пуассона определяется следующим образом
и  I Ь д  -  у ,  V ,  1
Г " * ) 1 ' '  г ; *  Ь г  V T  г г (38)
* Задача 118. Показать, что ковариантные символы операторов ^  , 
С?£ (см.формулы (37) ) удовлетворяют алгебре Ли группы S^(X) со 
скобкой Ли, определенной формулой (38).
. Классические уравнения имеют вид
. _ _ № + & )  ж т  4  = ш  , , O Q ,
2 2,/' э г  ;  (39)
Легко увидеть, что уравнения (39) являются каноничеокими по от­
ношению к скобке Пуассона (38). Можно также проверить, что (39) яв­
ляются обобщением обычных канонических уравнений движения в комплек­
сных переменных -я,
4 _ с гУС ± -  L  
г t  д Т  ;  * г г  }
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которые получаются из (39) в результате сжатия группы S U fe )  в 
группу Гайзенберга-Бейля. Если вместо комплексных переменных 2 , ?  
использовать углы на двумерной сфере Ц (1 )\ S U ( i ) ^ C  ^
то скобка Пуассона (38) переходит в следующую
i i  i \  (9 Y) = — ------/—  —  -  ^  )[ f i i h j i w  ^ SLh6 —  — у  (38а)
(здесь г =  е ~ ' 9 &/*■)•
Таким образом, классическим аналогом для квантовой спиновой 
системы является динамика с фазовым пространством в виде двумерной 
сферы.
Рассмотрим два примера:
i). Частила со спином- J, во внешнем магнитном поле
Такая задача изучалась ухе нами в § 6а. Гамильтониан здесь ли­
неен по операторам $  ,  J +
н  -  +  a t* )  i  +  t ]  (40)
(магнитное поле изменяется как по величине, так и по направлению).
Яалячя. 119. Пользуясь формулами (37), найти символ гамильто­
ниана (40) и проверить, что классические уравнения (39) в этом слу­
чае совпадают с точными уравнениями, определяющими эволкшию спино­
вого кс (точная квазиклассика)
I ъ  =  a(-t) + Ш  г  -  Я К )  (39а)
- i i  —  a f t )  -+ -  а ( + ) £ я -
Поскольку нашей пелью здесь является иллюстралия метода интег­
ралов по траекториям, ограничимся задачей о частипе со спином в од­
нородном и постоянном магнитном поле, направленным вдоль оси fj =. -ки0 73 . Уравнения (39а) тогда упрощаются
- L  Ъ  —  CJc 2  > +■ 1 ^  ~  и>е г
Граничные условия для нахождения классической (экстремальной) орби­
ты имеют вид: 2 -, ъ ( ± ) =  2  .
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Решения здесь очевидны
z ( r j =  г  е + м » ( * - * • )   ̂ ъ ( т ) =  W e l “ o(T  t } .
Задача 120. Вычислить квазиклаосический пропататор ^  кп
при помощи метода стационарной фазы и сравнить его суточным пропа- 
гатором (ковариантннм символом оператора эволюции У (i)  =вур{-^/Н,)Н) 
-  e*f>[ш„ ( i - t0) У  j который равен
Указание: При подсчете континуального интеграла (36) методом 
стационарной фазы использовать конкретизацию на спиновый случай 
формул. (23)—(25) и перейти к декартовым координатам £  =  X + ( ^  на 
комплексной плоскости <С .
Обобщенное квазиклассйческое условие квантования*_(29) записы-« 
вается для динамики в пространстве £ /(1 ) \£ Ц (2 )  =  С  следую­
щим образом:
, ,  . (  _  / Пи , )> )П7-
* ;  )  (1> - { 2 n + z F .  ( « )
2
У -  число фокальных точек на классической орбите Г  .
В случае частицы со спином в постоянном магнитном поле -  клас­
сические орбиты являются окружностями на комплексной плоскости, по­
этому квазикласоичеекие уровни энергии легко находятся. В самом де­
ле, здесь Ц.  -.круг с центром в начале координат, радиус которо­
го Г определяется условием:
Щ * , Ш ) = Ь ) ы . ( 1 - з У / ( < + * Ю = е  
х. -  J ( j ^ ^ o  ~ £ ) / Q *  cj>-h E )  •
Число фокальных (поворотных) точек на .окружности равно V -  <2 
jep]- (К1 этому же результату можно придти, подсчитав число сингуляр­
ностей функции %. , которая возникает при отыскании квазйкдаоси­
ческого пропагатора из задачи 120 [ б о ] .
Интегрируя в (41) по кругу радиуса t ~  Ъ ( Е)  , находим сле­
дующее квантование энергии спина
(И + 1/2̂  J. (42)
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Yl- -  пробегает конечное число значений и з-за того, что
площадь круга 2Г (напомним, что на комплексной плоскости
(Г у  нас задана неэвкиидова метрика и С  -  компактное прост­
ранство: С -  S 2  ) .
Из (42) видно, что квазикдаосический результат отличается от 
точного сдвигом воех уровней на — и 0/Х  .  Правильный резуль­
тат получается, если в (42) выполнить замену J - *  )  + > кото­
рая допустима в пределе большой величины спина (хорошо извест­
но, что квазиклассика работает для больших квантовых чисел).
2). Асимметричный волчок
Применим построенный интеграл по траекториям к изучению враще­
ния абсолютно твердого тела вокруг закрепленной точки, совпадахщей 
с певтром масс.
Хорошо известно, см.,например /2 ,80], что классическая анергия 
вращения твердого тела выражается формулой
где , T i  j l j  главные моменты инерпии, ai L^ l Li l Li  -проекции 
момента количества движения на оси, жестко связанные с твердым те­
лом и направленные вдоль главных осей его тензора моментов инершш. 
Если I i ф  Тх *  I's ,  то такая система называется асимметричным 
волчком. .
Квантовый, гамильтониан получается из (43) заменой классических 
величин Z, 1Li  соответствующими квантовыми оператора;®
2 ,  =  . * 4  , 4
которые должны удовлетворять перестановочным соотношениям группы 
вращений, но с измененными знаками всех коммутаторов \2]
поскольку они определены во внутренней (жеотко связанной о твердым 
телом) системе координат. Итак, квантовый гамильтониан асимметрич -  
ного волчка задан формулой
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А , Ъ н
H =  * '  Г  - j f -  • (44)1 к=ч J-к
Ковариантный символ гамильтониана (44) по спиновым когерентным 
состояниям /2-/’ складывается теперь из классической части Ж  ка и  
поправки, учитывающей квантовые флуктуации, т .е .  [60]
Используя формулы (37), можно увидеть, что фдуктуашонные поп­
равки порядка 1/} по сравнению с < ^ « '>
Если угловой момент велик j.~k > 7  Ъ  , то квазиклассическое 
приближение является хорошим, и можно в рамках его точности, запи­
сать классические уравнения, учитывая в (45) только слагаемое Ж к а - 
Выпишем эти уравнения в угловых переменных 9, У
Пользуясь формулами (37), находим, что средние значения опера­
торов Зк по спиновым кс в (0 ,Ю  -  представлении равны (необхо­
димо учесть отличие в знаках коммутаторов операторов %  во внут­
ренней системе координат) А
<  31 >  =  У Яя9 <*> У ,  < Ъ 7  =  Ь 'п в  Я * ? ,
< % >  =
Эти формулы приводят и Жди в виде
(46)
% >  = м2 1 ,  2 1 1 ^  у • (47)
Подставляя в уравнение движения
ё = { е , х )  , Ы * , Х У ;




Эти уравнения приводятся- к известным уравнениям Эйлера для асиммет­
ричного волчка [80]
г , «, ,
Г, 4 =  d j - I O 4* 4* ' (49)
если ввести угловые скорости ' М < -  х Л , < = 1 , 2 , 3 .
Кратко остановимся на соответствии между классическими урав­
нениями движения (48),(49) и Гейзенберговскими уравнениями движе­
ния для квантовых операторов CJK ~  ( к  И к )  %
№ имеем
г ,4 =^Гг,4,н] =£--У 1(4*4+44), (50)
остальные получатся из (50) циклической перестановкой индексов 
(1 ,2 ,3 ) .  В последнем рлатаемом уравнения (50) учтена некоммутатив­
ное ть операторов и г  , .
Для определения (50) "квантованием" классических уравнений, 
мы должны задать коммутационные соотношения между компонентами 
вектора угловой скорости. Из (46) учитывая, что скобка Пуассона 
функцией на сфере определена формулой (38а) (с противоположным 
знаком), находим
(51)
Поэтому правило квантования должно иметь стандартный вид
{ Л ' ,А )  — ► U  Л ]
И д ) .  Иоде ль Липкина-Мешкова 
Еще одной доотаточнр проотой, но нетривиальной задачей, в ко-
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торой гамильтониан может быть записан в виде функции генераторов 
группы SU(2)  , является модель йшкина-Мешкова [90,64, 91] .
Рассмотрим модельную оиотему /I/ ферыионов, с двухчастич­
ным взаимодействием. Предположим, что фермионы распределены по 
двум уровням, каждый из которых имеет Ы  -кратное вырождение. Фер- 
мионнне операторы рождения и уничтожения, имеют тогда два индекса: 
индекс 6  нумерует уровни и принимает значения ± I ,  а индекс р 
нумерует вырожденные ооотояния на каждом уровне. Легко подсчитать, 
что размерность пространства оосгояний в этом случае равна 2 *  . 
Гамильтониан запишем в виде
н  =  I  £ . ; v  ё  а р* а Р* "  Z  ^  ^  ■ (52)
6~±1 <$ = ±1 
дОператор! a fli } O f t '  удовлетворяют антикоммуталионным соотноше­
ниям
~  ^ P f ' ^  (53>
Первое слагаемое в (52) имеет омыол суммы одночастичных энергий, а 
второе описывает двухчастичные взаимодействия. -Такая модель исполь­
зовалась в [90] при опиоании парных корреляций нуклонов в ядрах 
(сверхтекучая модель ядра).
В (52) предполагается, что потенциал взаимодействия, о которым 
две частицы в одной ободочке расоеиваются друг на друге, не завиоит 
от "магнитного" квантового чиола р  . Это приводит к дополнитель­
ной симметрии гамильтониана и позволяет упростить задачу.
Введем квазиопиновне операторы . .
л л 4-1 Л: Л Гм \ +  -*г- £  +  Лj + = T . a p1 арг1 } 3_ =р+>) - 2 1 ^ , . ,  рл,
' i  = i  S  ^  •
Антикоммуташонные соотношения (53) обеопечивают справедливость 
для операторов (54) стандартных коммутационных соотношений группы 
$ M ( Z) . В результате гамильтониан принимает вид
Н  =  €■ ^  ”  Z ( У+ +  ). (55)
(54)
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Если константа двухчастичного взаимодействия V = 0 , то (5g%. oj 
дится к гамильтониану "частицы со спином" во внешнем поо^йннсм 
магнитном поле.л л г лг>  \
Оператор И коммутирует с 5 = 2 )г + % + -'з 
этому может быть диатонапизован в неприводимом представлении 2 ) ̂
группы SK(2) размерности 2.J + 1 . Из (5 4 ) ясно, что оп­
ределяется разностью числа частиц в верхнем ( <4=+1 ) и нижнем
( &= ~1 ) состояниях. Отсюда наибольшее собственное значение 
а следовательно, и максимальное значение j  равно ^12 ■
Будем рассматривать некоторое фиксированное значение j  М/2.■ 
Используя явный вид матричных элементов Jj /7 +  ,1 *  (формулы (37), 
находим ковариантный символ гамильтониана (55)
+ ^  -
Символ оператора эволюции для гамильтониана (55) приобретает вид 
$ ( г ,2  ! * , * • )  =
( /г. С6 I П а/¥(х)Лс/^(г)
) * * P U  т  (1 +  Z iv)? [v))z  > (57)
£О
+ Z M ± l i ' + V ) \ J r + i L & -
и л  а г  1-г v j  L
(58)
(V+ г ? ) 2 '  <•’
Квазикдасоичеокие уравнения движения выглядят здесь оледующим об­
разом [92]
Т Т Т Г
j =  i ( i %  - j £ f <59>
Граничные условия стандартны: 2г/-60)  -  г  у 2 7 ^  ~ г -
Уравнения (59) не разрешаются через элементарные функции.Ес­
ли использовать угловую параметризацию спиновых кс, то уравнения
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смотрим моДсг- -<) bh в  Sih2 V ,
Содействием.
• ■ .« г ,г  т  ш » M i r ) ,
1 =
В представленной форме можно записать аналитические решения через 
эллиптические функции Якоби, однако эти точные решения являются 
мало информативными. Поэтому для интегрирования уравнений (56) и
(60) полезно использовать численные методы.
В дипломной работе Е.А.Яковяевой был проведен численный расчет 
уравнений (59) в декартовых координатах ( = х + ‘^  ) на комплекс­
ной плоскости. Построенные решения согласуются о найденными траек­
ториями на сфере в [64].
Задача 121. Показать, что (59) и (60) эквивалентны "уравнени­
ям Эйлера" для ковариантных символов Ч *  операторов $к 
( к = 1 ,2 ,3 )
(61)
Для / уравнения (61) можно упростить, заменив точный 
ковариантный символ 5% (* ,* )  из (56) классической функцией Га­
мильтона
У£кл (*,  * )  -  (г - Щ - V  (62)
л
(пренебрегаем квантовыми флуктуациями, т .е .  полагаем <( рк  >  -  
= <$к^>* = & 4(г' 7 ) )• отличается от Р(. слагаемыми по­
рядка 1/J. . Пооле этого уравнения движения для принимают
форму
~ { )  
и явно выглядят следующим образом
j i  ~  ^  t ~  h  + ( * / j )  >
(63)
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,< S  - о )  V.
i  = f [ % + c m  ь  su С
% = « (* /;)  [- 2 Й Х ]
Отметим интересную аналогию между уравнениями (63) модели Лишшна- 
Мешкова и (49), описывающими асимметрический волчок.
Уравнения (63) необходимо дополнить очевидными условиями
M J  (*1 - п  = Е = . (65)
Поэтому решения уравнений (63) моино искать численными методами как 
траекторию, заданную пересечением поверхностей (64) и (65) в трех -  
мерном евклидовом пространстве. Поверхность (64) является сферой, а 
(65) -  параболический гиперболоид сдвинутый на (г от начала коор­
динат вдоль оси %  .
Имеется два возможных типа движения, в зависимости от параметра^ 
и) Я<1
Кривизна вершшпараболического гиперболоида в плоскостях и
равна ± %/}  . Для сферы кривизна равна 1/j  , так что
кривизна параболы, меньше, чем сферы. Изменяя £/-£-, находим первое 
пересечение для Е /е  - у  (северный полюс) и последнее -  для Е /е -  
=-} (южный полюс). Все остальные траектории обходят один раз вок -  
руг оси ( cm . jsjc . I )
Здесь' кривизна параболического гиперболоида больше чем сферы, поэто­
му первое пересечение выроздаетоя в точку и определяется уравнением 
М в  = 't/ у  и значением энергии Е / е  = )  (■x2+'i)/2? j  .
С, уменьшением энергии пересечение дает замкнутые траектории вокруг 
9 о с растущей "амплитудой" до тех пор пока Е /  е  не станет рав­
ным ^  . В этом случае вершина параболы касается северного полюса 
и траектории начинают обходить ось как и в предвдущем случае. 
Для отрицательных энергий справедлива аналогичная ситуация (см.рис. 
2 ). Возможные границы изменения энергии: -  j  < -§- < J  у
внутри этих гранил "вращающиеся" решения -  траектории вокруг оси
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лежат в Траншах -  }  < ~ё . и "деформированные" реше­
ния в об'лаоти /  < l-§rl < j  . (В деформированной области




Классические траектории модели Липки на для Ы ~  2j=  1Ч 
и X -  0,5 . Числа на кривых означает соот­
ветствующие анергии
В классике £  непрерывно мевяетоя в указанной области, од­
нако с учетом квазиклаооичеокого условия квантования (41) отбирает­
ся конечное чиоло орбит.
Оотановимоя еще на одном интересном вопросе, овязанном с мо­
делью Липкина-Мешкова, который был разобран в работах Гилмора и 
Фенга [91] .
В этих работах всоледояалооь поведение ядерной материв, описы­
ваемой гамильтонианом, имехлцим более общий вид, по сравнению с (52)
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Рис. 2
Классические траектории для модели Jfamnma (N=2j= i‘t j  y=2,s)
Н = i/ Х  а р 4 а , , . ,  a.f . t  +
+ 1 W Z
и после введения квазиспиновых операторов
н - t i + i v t i ' + h + i w t i i + i i ) . .
(65)
( 66 )
Гилмор и Фенг показали, что с гамильтонианом (66) в пределе большо­
го числа частил связана два ядерных фазовых перехода: I )  фазовый 
переход в основном энергетическом состоянии и 2) термодинамический 
фазовый переход.
Фазовый переход в основном энергетическом состоянии заключает­
ся в следующем: в отсутствии взаимодействия, основное ядерное сос­
тояние является сферически симметричным ( J = ^/7. ; m = - j  ) .
С ростом параметров взаимодействия V  и W  в (66) ядерная обо­
лочка деформируется, голи основному состоянию больше не соответст­
вует ж =  - J
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Если же некоторым образом ядро, содержащее очень большое чис­
ло нуклонов, возбуждается, то прежде чем произойдет переход в ос­
новное состояние, ядро "термолизуется", что позволяет ввести "ядер- 
ную температуру" и свободную энергию. В [91] было показано,что при 
очень высоких температурах ядро сферически симметрично, с уменьше­
нием же температуры возможен фазовый переход от сферически симмет­
ричного к деформированному ядру (фазовый переход 2-го рода, который 
сопровождается нарушением сферической симметрии). Вала доказана так­
же теорема, утверждающая, что если ядерное основное состояние испы­
тывает фазовый переход от сферического к деформированному с ростом 
ядерных параметров взаимодействия, то в системе совершается термоди­
намический фазовый переход из деформированного в сферическое с рос­
том ядерной температуры.
Выводы работ [91] основаны на применении неравенств Либа-Бере­
зи на [23,933 для квантовой статистической суммы
4 f  , (67)
где S ? e * p  ( ~ j H )  , y io .  -  ковариантный, a
rp_£, -  контравариантный символы гамильтониана (66) J /tjfa * )-
-  (Заметим, в [92] использовалась угловая парамет-
ризапия спиновых кс). В пределе при неравенство (67) пе­
реходит в следующее
^  Е 0 £  (68)
= *
где Е0 -  энергия основного состояния.
На основе численного изучения этого неравенства Гилмор и Фенг 
показали, что является очень хорошим приближением для
в случае больших j  . В пределе J  точное квантовое ос­
новное состояние может быть найдено минимизапией классического вы­
ражения ^  /у
Ы £ Л )  =  *•и г { х  < * ,? > } .  (69.>
К аналогичному выводу можно придти, исследуя в термодинамиче­
ском пределе представление статистической суммы Z  ^  г виде интег­
рала по траекториям (напомним, что статистическая.-уйма является
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аналитическим продолжением (■£-* так называемой спектраль­
ной функтш
Y Y J  =  S p  t  И )  (70)
В термодинамическом пределе при вычислении континуального интег­
рала, метод стационарной фазы дает точный ответ и в результате 
приходим к (69).
Метод, примененный в [91] является одним из вариантов попу­
лярной в настоящее время в приложениях теории катастроф (см.,на­
пример, [94]).
В работах [64,95,96] изучались обобщения модели Липкина-Меш- 
кова. В [64,95] проведено рассмотрение нуклонных систем с м  час­
тицами и И, дырками, которое использовало технику динамической 
группы М(йи-п-) и интегралы по траекториям на пространстве 
Грассмана W(w) х W(") , были выведены классические
уравнения движения (без учета парных корреляций). В [96]анализи­
ровалась многофермионная система с учетом парных корреляций. Был 
использован тот факт, что из фермионных операторов М  сортов 
С С* Y ji]+  = з $='!,■■■,ы, можно сконструировать билиней­
ные комбинации, являющиеся генераторами группы S 0(2№) -  группы 
линейных канонических преобразований, сохраняющих антикоммутапи- 
онные соотношения. Классическим аналогом такой системы фермионов 
является динамика в фактор-пространстве U (M ) \S 0 (2 W )
Отметим, что и здесь нет необходимости в использовании, анти­
коммутирующих классических переменных, как это делалось,например, 
в [58J.
§ Н е ) .  Интегралы по траекториям в случае 
динамической группы SU(1,1)
В качестве последнего примера построения фейнмановских про- 
пагаторов в представлении когерентных состояний на группах Ли 
будем изучать квантовые системы с динамическбй группой 
Как мы уже знаем, такая группа появляется во многих интересных 
физических задачах: гармонический осциллятор, сингулярный осцил­
лятор, сверхтекучий боз.е-газ, осциллятор Морзе и атом водорода. 
Динамическая группа SMfliV использовалась также для построе­
ния повышающих и понижающих оператрров для релятивистского оспил-
/
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лятора в квазкп о г е нпиаль ном подходе.
Кратко напомним свойства системы кс для унитарных представле- 
дискретной серии представлений Т+* группы ■SUM) [13]. Ком­




к ‘ - к ? =
= , к ; - ц к < -  K -  + c k > ) -  '
В представлении положительной дискретной^ серии л /+ базис образо­
ван собственными векторами операторов К0 и К*
Ко | 4 )Л> = ( & + п ) 1 & , п >  ,  Я = 0,1,2,....  (73)
Когерентные состояния определены формулой
л,
. _ .  Л Л г  К+ , a v  (74)
| г >  =  ( ■ / -  2 Ъ )  е  l * , o >  ,
? - & £ )  = { / ?1<1 } -  точка круга единичного радиуса 2
Скалярное произведение двух кс равно * i
“it, /  0 Jr
< 2 |v ^ >  =  ( / -  w w j  2 i v ]  ( 7 5 )
Выполняется разложение единипы
f =  I ,  (76)
где =  f* -p  " p z j f j z ) [ 6 * i )  ~  инвариантная
мера на 2) -  модели Пуанкаре плоскости Лобачевокого. Если ^ =4 ,
то
/ , Г ,  -/ с/2  Act*
( г / 27Г( ц - г ? ) г
(Для ^  интеграл в (76) расходится, чтобы обойти эту трудность, 
запишем этот интеграл как [97]:
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< о 1 1 П »  = i =  i ,
т .е . сделаем замену X k  / 2 - 6 - 1 1 + 1  )#
Последнее замечание позволяет работать о системой ко вида (74) 
и в случае одномерного осциллятора, где ([18] и § 3 чаоть I)
М ' * -  ^ = ^ v «+ , > 6 = ^ * ^
Й8 формулы (76) следует выражение для .воспроизводящего ядра
  _  2 ^
К ( * , * ) =  ( 1 -  г  w )  (7V)
Откуда, легко получаем величины %  и Э: необходимые для запиои.. ин­
теграла по траекториям
,  % = - 4 г ( 1~ г г У 1 ш
Дейотвуя аналогично выводу формул (14),(15) приходим к интегралу по 
траекториям для квантовой системы с гамильтонианом
, Н =  f [ L  Д + , I t - ) ,  (79)
динамичеокой группой которого является 64(1,1) при условии,что
оператора Кв,К± реализуют представление Т+*- :
Ъ ( г , т , ь ) -  l < ± sД ,  (so)
ГДв jS = / ? " '* <  Z(v+°)'lT) )dT+
Опенивая интеграл (80) по методу отапионарной фазы, приходим к клас­
сическим уравнениям движения на плоскости Лобачевского
г  =  ( ( Ы £ Г Ж  ,  #  = . < •  (82)
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Эти уравнения являются каноническими, т .е .
2  = { г ,  Ж ' )  ,  \ } (g3)
если определить скобку Пуассона
f t  t V r -  " )  Ч  _  э Л .  f h  )
{ f t , h f a , г )  =  ^  ( y f  j r  S f  J r  > ’
выбор которой диктуется SUli i )  -инвариантной Z -формой на Р
*
w ‘ =  < « )
(см.также работу Березина [98]). Если использовать угловую парамет­
ризацию ? =  - z i ® - t b ( 9i/ z ) ,  то скобка Пуассона переписывается в 
виде
Г.  , 1 i  i ^ h _ z k
U 4>**j Г р  t V  J  (85)
Задача 122. Проверить, что для гармонического оопиплятора ко- 
вариантный символ гамильтониана Н = К„ равен
# ( г , г )  =  H u t .  d  Я (86)
и уравнения движения есть
i  =  ~ 0  > (87)
р  =  { > , # }  =  - г а .
Решения (86) очевидны? + Я  (в случае осцилля­
тора переменные <р и Ъ тесно связаны с переменными и угол -  
дейотвие в искривленном фазовом пространстве).
Задача 123. Вычиолить ковариантннй символ гамильтониана 
Н и к ++ 1 к .  и показать, что в этом случае классические
уравнения движения оовпадают с точным уравнением, задающим эволюцию 
ко на плоскости Лобачевского
ч  г  = Я  + + Л г*  (88)
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Этот результат согласуется с утверждением, что все линейные систе­
мы являются кьазикдаосическими, но только.(в общем случае) в иск­
ривленном фазовом пространстве [62].
Остановимся на некоторых приложениях. Применение группы 
к осциллятору, сверхтекучему бозе-газу и сингулярному осциллятору 
мы уже изучали в ч .1  и П (без привлечения техники интегрирования 
по траекториям), поэтому кратко рассмотрим осциллятор Морзе и не­
релятивистский атом водорода.
I .  Осциллятор Морзе
Осциллятором Морзе называют частицу, взаимодействующую с по­
тенциалом
V (?j =  2 ) { е * р [ - М 1 - ь ) ]  -  г 1  е*р  [ - а ( г - г 0) 1  (89)
Такая задача широко используется в молекулярной спектроскопии для 
описания колебаний двухатомных молекул.
Уравнение Щредннгера для осциллятора Морзе имеет динамическую 
симметрию группы SU(1,1) [99], причем: (рассматриваются S  -состоя­
ния; V  — о )
(90)
-  Л — Г Р г - 2 М Е ]  -  i  b f t ) ,
, *1 * а г№  L д
К2 = + < ) - £ >
где / ( ? ] =  ( г н ъ У /2/ а  ■ е х р [ -  а (1 ~ г ‘ Я  
Гамильтониан приводится к виду
(Т =  [  j  -  £ - ( м * > ) Ъ ] - е  . (9D
Уровни энергии могут быть найдены из уравнения на собственные зна­
чения
( Н - Е ) 1 ^ > = 0 .  (92)
Из (91) ясно, что можно положить /- ¥£, >  =
Заметим также, что
к г =  К0г - К / - / ? / = -  = № - < ) *
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Отсюда находим уровни анергии
е . - - ж [ 4  ( ? « ' » > * - c - i t f ;  o s )
где W = 0 ,1 ,2 . . . ,  Ялних j где й«лх ^
Построим теперь континуальный интеграл для осшляятора Морзе, 
вида (80), где
f
Следуя идее ЙГРУ и Клайнерта [ioo ], еде лаем замену времени
3fS(*)= 4\ ( l( 't ') )  ' ,  если выбрать и =  (ЕМ2)/а)**1, s -
-  имеет размернооть времени и пооае несложных (но громоздких ) 
преобразований приведем интеграл по траекториям к виду
л I______________с E / 't  “'Ьо 1 ?° ^ / х/ •/ v */
2 / ' ( * я * м  = е- * x j j s X  ( * <  -  \ J s  щ  I t  (S')
s '  *
* j  exf>£jr [  j ‘«ts Z f Z / Z ' I Z j * ' ) }  , (94)
гд4 <£ ^ _гЗГ L г г а 2M
-
и ' -  обозначает производную по отношению к новой "временной” пере­
менной. Видим, что еоли отвлечься от первых множителей в (94), то 
континуальный интеграл, оказывается такиу же, к§ж и в случае обыч­
ной линейной оиотемн о гамильтонианом Н ~ S 2„ К» + 
т .е .  на пяоокооти Лобачевского оопиллятор Морзе эквивалентен ос­
циллятору.
Д. Атом водорода
Хорошо известно (ом.чаоть I  и пит.литер^; что группа S0(2,1)*&M 
является генерирующей спектр группой для нарелятивиотского атома 
водорода и является подгруппой более широкой динамической группы 
S o  (4,1) • S  0(2,4) -  подалгебра реализуется операторами
t
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1<о = ( г р 2 + M i ) / * M  ,  К<=- ( ъ р ' - м г Ш м ,
( .  гр-1 . ® >
Л  р г  £ 2 .
Гамильтониан Н ~ г м ~ ~ ъ  атома водорода не может быть пред­
ставлен в виде полинома по генераторам Кв , КЪ К2 . Однако, если 
стационарное уравнение Шредингера умножить слева на ь  , то при­
ходим к задаче Штурма-Лиуви л ля
Х ( Н - Е ) № >  =  ' S L ( E ) I ? >  (96)
и оператор оказывается линейным
5 ( e ) =  £ - ( к . - к < )  -  е ‘
Оператор -£L ( е )  можно диагонализовать преобразованием 
вида 5 ? ( е ) —* Г ! ( е ;  ,
г"  Й ( Е ) =
9(E) = ,  Е < 0  (97)
а д = ( -  2 Е / М ) Ъ  К0 - е г ,
При этом£(е) \Vy = o (98)
векторы IV У и 1 ^ У  связаныЛгреобразованием тильта:
А
IV > = (LlB(V  Kz / Р у  (99)
Отовда (см. ч .1 , § Зв) находим уровни энергии
Е„ = -  М  / 2  h z  } (  Ъ = 1 )  *
Заметим, что преобразование тильта не являетоя унитарным. Кроме то­
го, возникает дополнительная трудность, связанная о неполин'мвтль- 
зостью гамильтониана.
Запишем а ,  а. г j  ^ У \
н , i ( 7 H ) = ^  [ i ( K . + K , ) - S ]
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и представим символ гамильтониана в виде
%  ( г , ¥ )  = /Ч {</Л ( г ' ? ' )  < г  | ( К .  - К , ) ' 1! г ' >  ■
< ? ' / [ £ ( £ + £ )  - е ‘ ] | г > .  (100)
Ясно, что выражение (100) может быть не определено для произволь­
ных когерентных состояний,
В работе £97] эти трудности обойдены переходом к функциональ­
ному интегралу для резольвенты, полюса которой дают спектр энергии 
связанных состояний}
£ ( е  ) =  S P { 1 / . Q ( E )
где 2 ( E )  определено формулой (97). Состояния удобно нумеровать 
\ -t-b-l; Пг 'У  (напомним, что К г=Ъ  , поэтому k  =
где К -  инвариант группы SOOM) , a  Z 2 -  оператор квад­
рата углового момента).
Запишем Gfek виде
-  ч й Е ) Т
- c ^ T S p f i  (102)
о
Кроме того
C t £ ) ~  2  ; где £ e(E j можно вычислить,
,зя>  > ■  по ,о  группы s u t v  >■ „  ;
„ ; * « > =  ( . - . » Г г ,  [ ^ п т и я г ]  ■ ( Ш
* г Й\ / * + Ь  ■
Определим ковариантный символ оператора £ге ( £ )
^ ( г Д ; Т ) =  ш )
и представим его в виде интеграла по траекториям за плоскости Ло­
бачевского, роль "гамильтониана" здесь выполняет оператор S2  
ковариантный символ которого равен
& ( * / * ) =  e * (Ю5)
Видим, что ’гамильтониан" осдалляторный в искривленном фазо­
вом пространстве . вычисляется точно при помощи простого об­
ходного приема. Оператор exp[-iS2(e)Tj является оператором предста­
вления группы SU(M)  , поэтому Ge (E) , действуя на когерентное 
состояние, переводит его вновь в когерентное состояние.
Задача 124. Показать, что
• . £ ( , , *  | Т ) =
* ( 1- 2 ? )  [ ' / - г г е  J
d o e '
(107).
и вычиолить след по когерентным состояниям
Gt (e)= i  T o l r e x p { i [ ^ - i r 2 £ / M ) ^ ( i  + i n T } x
* f°S«n ( ( -«2 Е /м  ) ^  Т/2 } 3 =
= t £  T j t  e » f i  [€ l -  ( ^ + л О З Т >  =
= P  [ -  Ы Е / м У ' * - ( « г + ( - и ) - е г 1 .
—о
Откуда непосредственно видно, что полюсы этого выражения дают нере- 
лятивисгские уровни энергии Е„ = - Л /€ у/2 й г . Вопрос о построении 
интеграла по траекториям для оператора эволюпии атома водорода в 
рамках изучаемого метода оотается открытым.
Недавно, Дуру и Кдайнерт [I00l с использованием уже упоминав­
шейся техники замены временной переменной вычислили континуальный 
интеграл для атома водорода в координатном представлении (сведя его 
при помощи подходящей замены переменных в континуальному интегралу 
для четырехмерного осшплятора).
11ж). Перспективы метода
Мы надеемся, что разобранные примеры показали, что интегралы 
по траекториям в представлении когерентных состояний оказались дос­
таточно^ эффективным средством исследования квантовых задач, для ко­
торых пбЬтроева групповая модель, т .е .  найдена динамическая группа 
гамильтониана и пространство соотояний отождествлено с пространст­
вом её неприводимого представления. При этом метод интегралов по
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траекториям существенно расширяет границы эффективной применимости 
динамических симметрия [50] не только к линейным системам, но и к 
системам с полиномиальными гамильтонианами. Мы ограничились разбо- . 
ром приложений в задачам с простейшими динамическими группами M(l)f 
S U ( 2) и S U M )  , Обобщение на более общий случай в принципе не 
сложно. Для этого необходимо знать овойотва оиотемн когерентных сос­
тояний на динамической группе G и представить модельный гамильто­
ниан в виде функции генераторов втой группы. По-видимому, формализм 
континуального интегрирования в предотавленив ко группы G- окажет­
ся удобным и при исследовании термодинамического предела для подоб­
ных, модельных задач и описания их критического поведения.
Отметим в завлечение ещё одну интересную область применения 
развитых методов, которая здеоь не была затронута. В работах [62] и 
£01] интегралы по траекториям в представлении когерентных состояний 
строились также для решеточных систем с гамильтонианами типа ферро­
магнетика Гайзенберга.(Каждому фиксированному узлу решетки ставится 
в соответствие набор генераторов полупростой компактной группы G- 
и учитывается парные взаимодейотвия ближайших, соседей]. Шло установ­
лено, что квазихлаоожческие уравнения переходят в пределе при шаге 
реветки, стремящемся к нуле (континуальный предел), в нелинейное 
уравнение для кирального поля, принимающего значения в многообразии 
Кзлера C o\G  . Получающиеся уравнения допускают нетривиальные реше­
ния ооиитонного типа и интеграл по траекториям дает метод "квантова­
ния1' таких решений. Тем самым возникает иитереоная и многообещающая 
свяяь извоженного метода с теорией киральннх полей, что позволяет 
применить его к расчетам калибровочных теорий на решетках, а также 
надеяться на возможность описания в рамках этого метода систем о 
нетривиальной топологичеокой структурой (например, термодинамических 
фаз в гелии -  3 ).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Методы теории групп пронизывает всё здание современной теоре­
тической физики и интерес к их использование не ослабевает. В этом 
можно убедиться, перелистав взятые наугад несколько последних номе­
ров журналов "Теоретическая и математическая физика", "Ядерная фи­
зика", "ЖЭТФ" и т .п .
При написании учебного пособия ставилась пеаь: попытаться на 
достаточно простых (как правило, нерелятивистскнх) моделях продемон­
стрировать богатые возможности теоретико-группорого подхода, его 
гибкооть, моМь и красоту, и научить студентов использовать теорию 
групп при решении конкретных задач квантовой механики. Насколько 
это удалось -  судить читателе. Ботественво, что любая книжка подоб­
ного объема не может претендовать на скодь-либо полный охват затра­
гиваемой темы. Вне поля зрения остались, с одной стороны, традицион­
ные приложения теории групп к ядрам атомам, молекулам, твердым те­
лам и к релятивистским свободным полям (группа Пуанкаре), а с дру­
гой стороны -  совершенно не рассматривались такие модные в послед­
нее время направления, как суперсимметричные теории, групповые схе­
мы вариантов Теории Великого Объединения и т .п . Возможно, это будет 
сделано позже.
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